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�#%#�� �#%#��! #$� %(#� �#*����%!� � 6���#$$�� 
(!$� �#'! !%!� 

�'�����*#���$�'!�$%)&�! %���-�#��! �:���(� �"+�9;5<=���)�

%(�-*(� %(!$� ����*#� �� �#6%� ��$� 6��6�$#�� '��� !$�%��6!�

�� %! --�+� !%� �� � >#� *# #��)!.#�� ! %���-�! *� � !$�%��6&�

�'�����*#��!�#�%!� $���#��!$%! *-!$(#��%(# �� #�$��)���6����

�#%#��!$�! $-''!�!# %��� �%(#�)!%#��%-�#�����*#�"#�%��$�:���?�

�! �"!�� � �� ,� $#/�� 9;<9=+� $#�� �����#�� ����*#� %# $��$

:�-��/��!� � �� �( �� 9;<9+� @#%%# � 9;<7+� �!%#�/�� 9;<5=

� �� '�-�%(����#�� ����*#� %# $��$� :�(�>��(#� 9;<9+����?�!�

 �"!��9;<;+��#��!%�#�� ���(�>��(#�9;;8=�(�"#�>## ��#'!�

 #��� �!''#�# %� �#$��!6%!� $� �'� %(#� ����*#� %(#��&� �� � >#

'�- �� ! � :	/�.&6#/� � �� �� �.��$/!� 9;;;+� �-� � �� �!

088<=�� ���#"#�+�  -�#�!��)� !�6)#�# %�%!� � �'� %(#� %(#��&

�!%(�'�-�%(����#������*#�%# $��$�!$����6)!��%#��� ����6���

6#��$#%-6��'���%#�!�)�"��!�>)#$�!$��!''!�-)%��� �%(#��%(#��(� �+

%(#�$��)������#)��� �>#�#A%# �#��%��%�������*#�6����#%#�$

:B-�9;;8=��#��! ! *��!%(! �%(#�!$�%��6!���#$��!6%!� ��	��#

�-%(��$� :��.��$� � �� �!?�-�!#����>�%� 9;<;+� ���!� 0889=

#�6)�&�%(#����!'!��%!� ��(#�#�����*#�!$��#���6�$#��! %�

%���6��%$� �#)�%#�� %�� %# $!)#�� �����6�#$$!"#���%!� $������

#"#�+�%(#�6��6�$�)��!$�-$$#��! �%(!$�6�6#���#$-)%$�'������"�)-�
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����
9;<;+����!�� ���#�#*��0889=��
(#�'!�$%�����*#�6����#%#�

! ')-# �#$�%(#�>-)/����-)-$�� ��%(#�$#�� ��� #��#�-�#$�%(#

$(#��� ���-)-$�� �# �#� %��� �!''#�# %� ����*#� *���%(� '- ��

%!� $� ��#� �!$%! *-!$(#�+� >-%� � #� ����*#� (!$%��&� 6����#%#�

� ��� #�����*#�)���! *�'- �%!� ���#��$$-�#��

�$����� $#C-# �#+��(# �%(#����#)�!%�!$��66)!#��! ���*���

�!# %�# (� �#�� '����%+� � #� �"#��*! *� #C-�%!� � !$� $%!))� %(#

>�$!$��'� �� '���-)�%!� ��'� '! !%#� #)#�# %��#%(����$� '��� %(#
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%!� �5�>&�%(#�$!�-)�%!� ��'�%(#�@��.!)!� ��&)! �#��$6)!%�%#$%�
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�#%�!�� � �� �#"!�%��!�� 6��%$� �#$6#�%!"#)&� ��#� �� $!�#�#�+

�'��:�->)! #��
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�����0880=��
(#��� $%!%-%!"#�#C-�%!� �>#���#$3

σσσσσ�E����ε �:9=

�(#�#3

����E�:9�F�ω�=�0ΠΠΠΠΠΠΠΠΠΠ

�G�0:9�F�ω�=�'� :0=

�#�#�σσσσσ�!$�%(#�$%�#$$�%# $���� ��ε�!$�%(#�$%��! �%# $����@�%(���#
�� $!�#�#��! ���"#�%���'����� ��ε�E�Hε99�ε00�ε77�ε90�ε07�ε97I



�


(#�����*#�6����#%#��ω���#�-�#$�>-)/����-)-$�0�� ��%(#
6����#%#��ω���#*���#$�$(#������-)-$�'��
(#�'�))��! *��#�
)�%!� $���#�! %���-�#�3

T
0

1

3
= − ΠΠΠQ Q :7=

T
dev

1

3
= − ΠΠΠQ I :1=

�(#�#�! �%(�##��!�# $!� $�:7�=3�ΠΠΠΠΠ�E�H9+�9+�9+�8+�8+�8I
�� �

0 diag
1 1 1= ⎡1, 1, 1, , , ⎦.
2 2 2

Q
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��%#�%(�%�%(#�$%��! �� ��$%�#$$�"#�%��$���#�$6)!%�! %��"�)-�

�#%�!��� ���#"!�%��!��6��%$3

dev
1ε = θ ε
3

Π + :5=

p= +σ Π ξ :D=

� �� %(#� "��!�>)#$� � � %(#� �!*(%�(� �� $!�#� ��#� �$� '�))��$3

θ�E�ΠΠΠΠΠ
ε�!$�%(#��!)�%�%!� +�ε�#"�E��ε�!$�%(#��#"!�%��!��$%��! +
T1

3
p = ΠΠ σ �!$�%(#�6�#$$-�#�� ��ξξξξξ�E���#"σσσσσ�!$�%(#��#"!�%��!�
$%�#$$��
(#�$%�#$$���%#�!$��>%�! #���!''#�# %!�%! *�:9=3

T
KG � �K Gω − 2ω� � ��σ = ε − ΠΠ ε εE Q :J=

� #� ����*#� (!$%��&� 6����#%#�� κ�� !$� ���6%#�+� !�#�
d d d

K G ,κ = κ = κ �$��%(�%�� #�����*#�)���! *�'- �%!� 3

d d d( , ) ( ) 0f κ = ε − κ =�ε ε :<=

!$� �$$-�#��� 
(#� �-( �
-�/#�� �� �!%!� $� ��#� $�%!$'!#�� >&

%(#�#C-!"�)# %�$%��! ��#�$-�#� ε� �� ��%(#�����*#�(!$%��&�6��

���#%#��κ���
(!$��#� $� %(�%� '- �%!� � ( )ε� ε � �� �>#��#'! #�

� �)�*!��))&�%��%(#�$��)�������*#����#)�

���#"#�+�%����!''#�# %�����*#�*���%(�'- �%!� $���#��!�

$%! *-!$(#�3

ω��E�ω�:κ
�
= :;=

ω��E�ω�:κ
�= :98=

	! �#�� #�(!$%��&�6����#%#��κ��*�"#� $�%(#�����*#�#"��

)-%!� +� %(#� ��%#$� �'� ����*#� 6����#%#�$�ω�� � ��ω�� �-�! *

)���! *���#��#$6#�%!"#)&3

d
K

K d

d d d

d dd

ω κ εω =
εκ

�

� �

�

ε
ε :99=

d
G

G d

d d d

d dd

ω κ εω =
εκ

�

� �

�

ε
ε :90=

� ���-�! *�- )���! *�>�%(� Kω� �� �� Gω� ���#�#C-�)�%��8�

�� ��	��	�������
�����
�����

�%�!$�>&� �������� �/ ��)#�*#�%(�%�%(#�*���!# %�# (� �#�

���#)� ������! *� %�� :�##�)! *$� 
�� ��� 9;;D+� �##�$� 9;;J+
���! +�0881=�!$� � )���)���-�! *���'�!)-�#�6���#$$+�'����%(#

� $#%� �'� )���)!.�%!� � - %!)� %(#� %�%�)� )�$$� �'� %(#� $%!'' #$$+

%(#�*�"#� ! *�$&$%#���'�#C-�%!� $��#��! $�#))!6%!��� ��%(#

�#*-)��!.�%!� ��))��$�� #�%���"�!����$6-�!�-$��#$(�$# $!%!�

"!%&��
(!$�$#�%!� ��� �#� $�%(#��#�!"�%!� ��'�!$�%��6!�������

*#��!%(���*���!# %�# (� �#�# %��
(#�#C-�%!� $��'�%(#�>�- �

���&�"�)-#�6��>)#��:@��=���#��)��$%�%(#�$��#��$�'���$��)��

����*#+�>-%� %(#� %� *# %� $%�#$$�$%��! � �#)�%!� � !$� �#'! #�� ! 

:J=���# �#�%(#��"#��*! *�#C-�%!� 3

2cε − ∇ ε = ε� :97=

!$� $%!))� %(#� >�$!$� �'� %(#� %���'!#)�� '���-)�%!� � )!/#� '��� %(#

$��)���*���!# %�����*#�:�##�)! *$�
�����9;;D=�

(#��>�"#��#)�%!� � ! "�)"#$� %(#�$#�� ��*���!# %$��'� %(#

�"#��*#��$%��! � .ε �
(#�6����#%#����K�8�(�$���- !%��'�)# *%(
$C-��#��� ��!%�!$���  #�%#���!%(�%(#�! %#� �)�)# *%(�$��)#����'

����%#�!�)��
(#��#)�%!� �
21

2
c l= � !$��#�!"#��'��� ! $%� �#� ! 

:�$/#$�
�����0888=��� $%#����'�%(#�)���)�#C-!"�)# %�$%��! � ε�
%(#��"#��*#��$%��! � ε � ���*�"#� $�%(#�����*#�6��*�#$$3

d d d( , ) ( ( )) 0f κ = ε ε − κ =�ε ε :91=


(#�����*#���%#$���#����6-%#���$3

d
K

K Kd

∂ω ∂κω = ε = ε
∂ε∂κ

� �

� � :95=

d
G

K Gd

∂ω ∂κω = ε = ε
∂ε∂κ

� �

� � :9D=


(#��#�/�'�����'�#C-!)!>�!-��#C-�%!� $��� �>#���!%%# 

�$3

T T Td d dV V S
∂

δ = δ + δ∫ ∫ ∫ε σ u b u t
� � �

:9J=

�(#�#���!$�%(#��!$6)��#�# %�'!#)�+���!$�%(#�>��&�'���#�"#�%��+

�� !$� %(#� %���%!� � "#�%���� ���#�/� '���� �'� �C-�%!� � :97=� !$

�#�!"#��-$! *���## L$�'���-)��� ��%(#�(���*# #�-$� �%-�

��)�>�- ���&��� �!%!� 3�
T( ) = 0:∇ε νν

Td ( ) d dV c V Vδε ε + ∇δε ∇ε = δε ε∫ ∫ ∫ �

� � �
:9<=


(#�%���'!#)��'���-)�%!� �! "�)"#$�! �#6# �# %�! %#�6��

)�%!� $� �'� �!$6)��#�# %$� -� � �� �"#��*#�� $%��! ��#�$-�#� ε
! � %(#� $#�!��!$��#%#� )! #��� $&$%#��� 
(#� 6�!���&� '!#)�$� ��#

! %#�6�)�%#��! �%(!$���&3

��E������� ����
Tε = h e :9;=

�(#�#���� ������ %�! �$-!%�>)#�$(�6#�'- �%!� $�

,���� %(#� �>�"#� ! %#�6�)�%!� $� %(#� $#�� ���&� '!#)�$� �� 

>#����6-%#��! �%(#�'�))��! *���&3

εεεεε�E������� ���� T∇ε = g e :08=

�(#�#���E��� :�� !$� %(#�$%� ������!''#�# %!�)��6#��%������

%�!A=�� ���


�E�∇�



��
(#��!$��#%!.#��#C-�%!� $��-$%�(�)��'��

� &����!$$!>)#�δ��� ��δ�+�%(#�#'��#3

T T T
d d dV V S

∂
= +∫ ∫ ∫σB N b N t

� � �
:09=

T T( ) d dc V V+ = ε∫ ∫ �hh gg e h
� �

:00=
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(#�@��� !$� )! #��!.#�+�(# �#��%� ���)�6�! %$� %(#� ! ��#�

�# %$��'�%(#�6�!���&�'!#)�$�'����! $%� %���%��! $%� %���G�Δ����#
�#���6�$#��! �$-�(�����&3

�
�GΔ�

�E��
�
�G�Δ����� �����

�GΔ�
�E��

�
�G�Δ� :07=

� �)�*!��))&+� �%� ! %#*��%!� �6�! %$��#� ! %���-�#� %(#��#�

���6�$!%!� ��'�εεεεε+�σσσσσ�� �� .ε� �
(#�#C-!)!>�!-��#C-�%!� $�%(# 

>#���#3

T

T T

( )d

d d

t

t t t t

V

V S+Δ +Δ
∂

+ Δ =

= +

∫

∫ ∫

σ σB

N b N t

�

� �

:01=

� ��%(#��"#��*! *�#C-�%!� �(�$�%(#�'���3

T T( )( )d

( )d

t

t

c V

V

+ + Δ =

= ε + Δε

∫

∫ � �

hh gg e e

h

�

�

:05=


(#� ! ��#�# %�)� �� $%!%-%!"#� �#)�%!� � !$��#�!"#�� $%��%! *

'�����C-�%!� �:J=3

KG

T T
K G2

t

t t tK G

Δ = Δ −

⎡ ⎤− + Δ⎣ ⎦

E B a

Q h e

σ

ΠΠ ε� �

:0D=

�(#�#�%(#�����*#�! ��#�# %$�(�"#�>## ���)�-)�%#���$3

T
K K

tΔω = Δh e� :0J=

T
G G

tΔω = Δh e� :0<=

� ��%(#��#�!"�%!"#$���#��#%#��! #���%�! $%� %����#��� ��#��!�

%#��C-�%!� �:01=�! �����%�!A�'���3

KG KG
ext int
t t t

aa ae
+ΔΔ Δ = −K a + K e f f :0;=

�(#�#3

TKG
KG dt

aa V= ∫�K B E B :78=

TKG T
K

T
G

[

2 ] d

t
ae

t t

K

G V

= − +

+

∫K B

Q h

ΠΠ

ε

�
�

�

:79=

T T
ext d dt t t t t tV S+Δ +Δ +Δ

∂
= +∫ ∫� �

f N b N t :70=

T
int dt t V= ∫� σf B :77=

� ��C-�%!� �:05=� %(#� ! ��#�# %��'�#C-!"�)# %�$%��! ��#�

�$-�#� Δε� � !$� ���6-%#�� '���� %(#� ! %#�6�)�%#�� �!$6)��#�# %

! ��#�# %�Δ�3

Td

d

t tε⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ = Δ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
�

� s B aε
ε

:71=

� ���C-�%!� �:05=��� �>#�'���-)�%#���$�'�))��$3

t t
ea ee eεΔ + Δ = −K a K e f f :75=


(#���%�!�#$�� ��"#�%��$�! ��C-�%!� �:75=���#�$!�!)���%�

%(#�$��)�������*#�'���-)�%!� +��'��:�##�)! *$�
�����9;;D=3

T d
t

ea V⎡ ⎤= − ⎣ ⎦∫�K h s B :7D=

T T( )dee c V= ∫�K hh + gg :7J=

dt t Vε = ε∫ �

�
f h :7<=

t t
e ee=f K e :7;=

�"# %-�))&+�%(#�'�))��! *�$&$%#���'�#C-�%!� $�!$�-$#�3

KG KG
ext int
t t t

aa ae
t t

ea ee e

+Δ

ε

⎡ ⎤⎡ ⎤ −Δ⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

f faK K
eK K f f

:18=

�� 	����������� ����������

,!�$%)&� %��� ># �(���/$� �!%(� � #� '! !%#� #)#�# %� :,�=� ��#

���6-%#��� 
(#$#� $!�6)#� %#$%$� 6#��!%� � #� %�� �>$#�"#� %(#
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(#���%��'��
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(#�#� ��#� 6�#$# %#�� $&�>�)$� -$#�� %�� �!$%! *-!$(� �� *!"# 

��$#� � �� ����#$6� �! *� ����*#� *���%(� ��%��� �-�! *

%(#�����*#�#"�)-%!� �ω�
�� �*����! ��!''#�# %���&$���! #��

$�'%# ! *�)���:�##�)! *$�
�����9;;D=3

d
d

d
( ) u o

u o

κ κ − κ
ω κ =

κ − κκ
:19=

!$� ! %���-�#��! �%(!$�#A��6)#�! ����#��%��!))-$%��%#�%(#�6���

6#�%!#$��'�%(#�!$�%��6!������*#����#)��� �%(#�����*#�#"�)-�

%!� �'!�$%)&�κ�
�#A�##�$�%(�#$(�)��κ��� �� #A%�%# �$�%��-)%!���

%#�"�)-#�κ���(!�(�����#$6� �$�%��%�%�)�����*#���#�#�#C-�)

����!''#�# %�-)%!��%#�"�)-#$�κ����#��$$-�#��'���%(#�"�)-�#�

%�!�� � ���#"!�%��!�� �#*����%!� ���# �#� ! �#A� ��E��+��6#��
�!%$� � #� %�� �!$%! *-!$(� %(#� � �)&.#�� 6���#$$#$�� 
(#� ��$#$

�!%(�!�# %!��)���%��'���>�%(�����*#�*���%(�'- �%!� $��� �>#

%�#�%#���$��#'#�# �#�:$%� �����$��)�������*#=�

�%&'���


# $!� �! �� #��!�#�%!� �F����6-%#����$#$

Linear softening 

Ultimate value of history parameter 
Symbol of case 

Volumetric Deviatoric 

lin K
uκ = 0.002 G

uκ = 0.002 

lin,K K
uκ   = 0.003 G

uκ = 0.002 

lin,G K
uκ   = 0.002 G

uκ = 0.003 

lin,K&G K
uκ = 0.003 G

uκ = 0.003 

Exponential softening 

Ductility parameter 
Symbol of case 

Volumetric Deviatoric 

exp   Kη = 1000 Kη = 1000 

exp, K Kη = 750 Kη = 1000 

exp, G Kη = 1000 Kη = 750 

exp, K&G   Kη = 750 Kη = 750 

�A6� # %!�)� $�'%# ! *� )��� :��.��$� � ���!?�-�!#����>�%

9;<;+��##�)! *$�
�����9;;<=3

d( )d
d

( ) 1 1 oo e−η κ −κκ ⎛ ⎞ω κ = − − α + α⎜ ⎟⎝ ⎠κ
:10=

!$��)$��� �)&.#��>#��-$#�%(!$�'- �%!� �!$����6%#��! �'-�%(#�

���6-%�%!� $���#�#�%(#�6����#%#�$�η�� ��α���#��#$6� $!>)#
'��� %(#� ��%#� �'� $�'%# ! *� � �� �#$!�-�)� $%�#$$� �(!�(� ! � � #

�!�# $!� � %# �$� %�� :9F� α=*κ��� � � %(!$� � �)&$!$� �-�%!)!%&

6����#%#��η !$� "��!#��� 
(#� ����*#� #"�)-%!� � !$� *�"#� #�

>&� ���! �%! *� "�)-�#%�!�� ��� �!$%��%!� � '�!)-�#�� 
(#� $��#

 -�#�!��)�$%�>!)!%&�6����#%#��α E�8�;<�!$��$$!* #����%�!$��)$�
6�$$!>)#� %�� ���6%� %��� �!''#�# %� ����*#� )��$� �-�! *� %(#

'�!)-�#�6���#$$+��'��:��$�%/��088<=�

�!�*���$� �'� $%��! � ε99� "#�$-$�ω�� � �� �ω�� ! � %(#� '! �)

6(�$#� �'� ����*#� ��#� $(�� � ! �,!*-�#� 9� '��� �(�$# � ��$#$�


(#&� �� � (#)6� � #� %�� - �#�$%� �� (��� �!''#�# %� ����*#

*���%(�'- �%!� $�! ')-# �#�%(#��#$-)%$��
(#� � ��� �%� !�

'- �%!� �ω:ε99=�! �,!*-�#�9:>=��#$-)%$�'����$ �6>��/�>#(��

"!�-���(!�(�!$�$## �! �,!*-�#�0�

� �,!*-�#�0�%(#���$#$��!%(�)! #���$�'%# ! *���#�6�#$# %#��

�$� #A6#�%#�+� �'%#�� %(#� 6#�/+� �!�*���$� '��� ���#0� � �� ���#'
$%��%�%���#�)! #�>#%�## ��!�*���$�'�������� �����#0>'�����

�#"#�+�%(#� � )! #����(����%#���'�$�'%# ! *�!$�$-�6�!$! *�'��

%(#�)! #�������*#�*���%(��#'! #��'�����$#$����#0�� �����#'�
���#�"#�+�! ���$#����#'+��(#�#�%(#��#"!�%��!��6��%�(�$�)��*#�

G
u ,κ ����)# *%(��� %��)��-$%�>#�-$#��>#��-$#��'�%(#�$ �6>��/

#''#�%��
(#�#'��#+�!%�!$�# �-*(�%���(� *#�%(#�-)%!��%#�"�)-#

κ-�'���*!"# �"�)-�#%�!������#"!�%��!��6��%�! ����#��%���>%�! 

�� � )! #����#$�# ���'�%(#�$%�#$$�$%��! ��!�*����

(�)������#"#)�6�# %��'�����*#�6����#%#�$

! �����*#�$%��! ��!�*���$
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,!*-�#�7��#6!�%$� %(#��!�*���$�'�������*#�*���%(� '- ��

%!� $��#)�%#��%��#A6� # %!�)�$�'%# ! *��
(#�! %#�6�#%�%!� �!$

#�$&�$! �#�#��(�$�'%# ! *�>�� �(�(�$�� �#A6� # %!�)��(�����

%#���,�����$#$�
?�#0�� ��
?�#'��!%(��!''#�# %��-�%!)!%&�6����
�#%#�$�%(#��!�*���$��- �>#%�## �%(#�#A%�#�#���$#$�
?��� �

?�#0>'�� � �)�*!��))&� %�� %(#� ��$#$� �!%(� )! #��� '- �%!� $

���#�%�! ��#*-)��!%&��� �>#� �%#����'�%(#�'���%-�#�# #�*&�'��

%(#� �#"!�%��!�� 6��%� !$� ! ��#�$#�� :���6��#� ��$#$� 
?�� � �

?�#'=+� !%� *!"#$� �� )��*#�� �!''#�# �#� ! � �#$6� $#� %(� � '��

)��*#��'���%-�#�# #�*&����6%#��'���%(#�"�)-�#%�!��6��%���%�!$

��->%'-)�%���� $!�#��%(#��� �#6%��'�'���%-�#�# #�*&�� )&�'��

���(�$# �6��%��'�%(#�$%!'' #$$+�(��#"#��! ����#��%��$!�6)!'&

%(#�#A6)� �%!� $�%(!$��� �#6%�!$�-$#��(#�#�

(�)������ ')-# �#��'��-�%!)!%&�6����#%#��η��:��E��+��=
! �#A6� # %!�)�$�'%# ! *

�'�ω��≠�ω��%(#���!$$� L$���%!��!$� �%��� $%� %���%��� �>#

���6-%#���$�:��$�%/��088<=3

( ) ( )
( ) ( )

K G

K G

3 1 2 1

2 3 1 1

K G

K G
ω

− ω − − ω
ν =

⎡ ⎤− ω + − ω⎣ ⎦
:17=

$�� %(�%� ��!$$� L$� ��%!�� �#6# �! *� � � %(#� $%!'' #$$� �#*���

��%!� � !$� ! %���-�#��� 
�� �!$%! *-!$(� %(#� ��!$$� L$� ��%!�

�(!�(� !$� *!"# � �$� � � #)�$%!�� ��%#�!�)� 6����#%#�� '���� %(#

� #��#'! #��! ��C-�%!� �:17=�%(#�$->$��!6%�ω�!$�-$#����# �
�#+� %(!$� #��6����#%#��νω� !$� ���6-%#���-�! *� %(#�����*#

6���#$$�

�%� !$� $(�� � ! �,!*-�#�1�(��� %(!$�6����#%#���(� *#$�� � 

%(#���$#��'�)! #���$�'%# ! *�%(#�"�)-#��'�νω����$%!��))&�%# �$

%����)��#�����-66#��)!�!%��
(#$#�)!�!%$��� �>#�6#��#!"#���$

�� %��"#�$!�)��#$-)%$��	-�(�#A%�#�#�>#(�"!�-��! �$!�-)�%!� 

� ���$����� $#C-# �#� � )! #����#)�%!� �>#%�## �ε99�� ��σ99

$##�$� %�� >#� - �#$!��>)#�� �� ���6)#%#� �#*����%!� � '��� %(#

"�)-�#%�!��6��%�! ���$#����#'�*!"#$�'! �))&�νω�#C-�)�%��F9��� 

%(#��%(#��(� ��%(#�.#���$(#���$%!'' #$$�! ���$#����#0�)#��$�%�
νω�E�8�5�)!/#�'���! ���6�#$$!>)#���%#�!�)$+��'��:����)�
����
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?�#'=� �� $���%(� ���6� %�� .#��� !$� �>$#�"#�+� >-%� %(!$� !$�  �%

�)��&$�$���
(#�$%��%! *�"�)-#��'�νω�� ���)$��%(#��� '!*-���

%!� ��'� %(#� �� $!�#�#�� %#$%� �#�!�#�� ��(#%(#��νω� >#���#$

 #*�%!"#��,���C-�$!>�!%%)#���%#�!�)$� )!/#� �� ��#%#�*# #��))&

!%�!$�#A6#�%#��%(�%���!$$� L$���%!��%# �$�%��8��-�! *�%(#����
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�����0880=�
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(#�%# $!� �$(#���%#$%���))#���)$���!))��L$�%#$%���$����6-�

%#��%(#�'!�$%�%!�#�! �:�!))���
�����9;<J=���%�$#�"#$�%(#�6-�6��
$#� �'� "#�!'!��%!� � �'� ! #)�$%!����%#�!�)����#)$� �%� %(#� 6�! %

)#"#)��
(#��#$-)%$��'�6��%!�-)������#)$��� �>#��!''#�# %�#"# 

!'� %(#$#� ���#)$� ! � - !�A!�)� %# $!� � #A(!>!%� �� C-!%#� $!�!)��

>#(�"!�-�+��$�!%���$� �%!�#��! �:�!  !�/!�� ���!�(�N�9;;D=+

$��%(#�$!�-)�%!� ��'�%# $!� �$(#���)���! *�6���#$$��%�%(#�6��

! %�)#"#)����6)#%#$�%(#� -�#�!��)�� �)&$!$��'���*!"# ����#)�

� #�'! !%#�#)#�# %��!%(�'�-�� ��#$�! �6)� #�$%�#$$�!$�$->�

?#�%#��%��)���! *�! �%���6(�$#$3

�� � !�A!�)� (��!.� %�)� %# $!� � �!%(� "#�%!��)� �� %���%!� 

�-#� %�� %(#� ��!$$� L$� #''#�%+� ������! *� %�� %(#� �#)�%!� 

>#%�## �%(#�$%��! �! ��#�# %$3

Δε99�3�Δε00�3�Δγ90�E�9�3�Fν�3�8�

(#$#��� �!%!� $���#��>#&#��- %!)�%(#�%# $!)#�$%�# *%(�!$

�%%�! #��

��� ���#�!�%#)&� �'%#�� %(#� %# $!)#� $%�# *%(� !$� �#��(#�� %(#

�(� *#� �'� �� '!*-��%!� � !$� # '���#��� 
(#� 6��6��%!� $

'���%(#�$%��! �! ��#�# %$���#����� *#���$�'�))��$3

Δε99�3�Δε00�3�Δγ90�E�8�5�3�8�J5�3�9�

(!$� �#)�%!� � ! �-�#$� %# $!� � ! � %��� �!�#�%!� $� � �

���!%!� �))&���$(#���$%��! ���$����� $#C-# �#�����%�%!� 

�'�6�! �!6�)�$%��! ��A#$����-�$+�>-%�%(#�%# $!� ��#*!�#�!$

6�#$#�"#��
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(#� %#$%� !$� 6�$$#�� !'� %(#� ��A!�-�� 6�! �!6�)� $%�#$$� !$

)��#�� %(� � ��� �%� ��$%� #C-�)� %�� %(#� *!"# � - !�A!�)� %# �

$!)#� $%�# *%(+� �'�� :�!"� /�� 
�� ��� 0881=�� 
(#� $#�� �� �� �
�!%!� �!$�%(�%�'! �))&��))�$%�#$$����6� # %$�$(�-)���� "#�*#

%��.#���


(#�$#%��'���%��!$�>�$#��� ��!"� /��
�����:0881=+� ��#)&

M�- *L$����-)-$�*�E�70 888����+���!$$� L$���%!��ν�E�8�08+
� �� %(#� �#��! ! *� 6����#%#�$� ��#� %- #�� %�� - !�A!�)� %# �

$!)#� $%�# *%(� ��� E� 7� ���+� - !�A!�)� ���6�#$$!"#� $%�# *%(

���E�7<�7������ ��%# $!)#�'���%-�#�# #�*&�'��E�8�99��O���

���!'!#�� "� � �!$#$� �#'! !%!� � :�#� ��##� 
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!$� #C-�)� %�� $� E� ��O���  ≈� 90�JJ�� 
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 ! *� !$� �� $!�#�#��� 
(#� '!�$%� 6����#%#��α� !$� #C-�)� %�� 9�8+
�(!�(��#� $� %(�%� �� ���6)#%#� )�$$��'� $%!'' #$$� !$� ���!%%#��

�$� 6�#"!�-$)&� '�-�� ��$#$� �!%(� �!''#�# %� 6�#$��!>#�� �-�%!�

)!%&� 6����#%#�$� ��#� �� $!�#�#��� 
(#� >�$!�� ��$#� 
?�� !$� '��
6-�#� $��)��� ����*#� �!%(� η�� E� η�� E� 1888�� 	-�(� �� "�)-#

$##�$� %�� >#� - �#�)!$%!��))&� (-*#+� >-%� �#$-)%$� ! � �� '�$%
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Specimen:  damaging  

Young’s modulus:  
Poisson’s ratio:  
Equivalent strain  
measure:  
Fracture energy:  
Internal length scale:  
Threshold:  

Ec = 37700 MPa  
ν = 0.15  
modified von Mises, k = 10  
Gf  = 0.075 N/mm  
l = 6 mm, i.e. c = 18.0  
κo = 7.9576 × 10?5  

Platen:  elastic  

Young’s modulus:  
Poisson’s ratio:  

Es = 10 ·  Ec  
ν = 0.15  
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Symbol of case ηK ηG Damage growth 

exp  1200 1200 
more 

intensive 

exp,K  600 1200 ωK < ωG 

exp,G  1200 600 ωK  > ωG 

exp,K&G  600 600 less intensive 
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