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LESZEK DUBIEL*

FUNKCJE NORMALNE JAKO NOWY MODEL
DEFINIOWANIA FUNKCJI OBLICZALNYCH

Artykul prezentuje nowa metode definiowania funkcji obliczalnych. Metoda jest formalizacja
tradycyjnego zapisu funkcji i pozwala na okreslanie funkcji w sposéb intuicyjny. W systemie
funkcji rekursywnych Hilberta nie wszystkie odwzorowania, ktére maja latwe algorytmy
obliczania, moga by¢ réwnie latwo zdefiniowane formalnie, czego przykladem jest funkcja
Ackermanna. Funkcje normalne sa pozbawione tej wady.
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NORMAL FUNCTIONS AS A NEW WAY OF DEFINING
COMPUTABLE FUNCTIONS

Report sets new method of defining computable functions. This is formalization of traditional
function descriptions, so it allows to define functions in very intuitive way. Discovery of
Ackermann function proved that not all functions that can be easily computed can be so
easily described with Hilbert’s system of recursive functions. Normal functions lack this
disadvantage.

Keywords: The Turing Machine, recursive functions, normal functions

1. Geneza problemu

1.1. Historia funkcji rekursywnych

W 1900 roku w Paryzu na Drugim Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw Dawid
Hilbert przedstawil liste dwudziestu trzech probleméw, z ktérymi nie mogta sie upo-
ra¢ dwezesna matematyka [1, 16, 21]. Jedno z nawazniejszych pytan, na ktére nie
znano wowczas odpowiedzi, dotyczyto istnienia algorytmicznej metody pozwalajacej
efektywnie rozwiazaé¢ kazde zadanie matematyczne. Hilbert uwazal, ze znalezienie
algorytmu rozwiazujacego dowolny problem wiaze si¢ ze zbudowaniem formalnego
systemu matematycznego opartego na aksjomatach, w ktérym dowodzenie twierdzen
przebiegaloby mechanicznie wedlug pewnych regul wnioskowania [16].

W swoich badaniach Hilbert analizowal funkcje liczb naturalnych i potraktowat je
jak obiekty konstruktywne, gdzie funkcje bardziej skomplikowane mogtly by¢ oblicza-
ne poprzez odpowiednie zastosowanie algorytmoéw okreslonych dla prostszych funkcji.
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Definicje najprostszych funkcji, czyli tak zwanych funkcji bazowych, podsuneta po-
dana w 1889 roku przez wloskiego matematyka Giuseppe Peano aksjomatyzacja liczb
naturalnych [1]. Byly to funkcje nastepnika i poprzednika oraz funkcja zerowa. Aby
umozliwi¢ konstruowanie odwzorowan wieloargumentowych, do bazy wprowadzono
dodatkowo funkcje projekcji. Do budowania nowych funkcji Hilbert zasugerowal uzy-
cie dwéch strategii — uogdlnionego skladania i rekursji pierwotnej [1, 7].

Wiszystkie funkcje, ktére mozna skonstruowaé¢ na podstawie funkcji bazowych,
opierajac si¢ na strategiach podanych przez Hilberta, nazwano funkcjami pierwotnie
rekursywnymi. Dodawanie, mnozenie, potegowanie, silnia i wiele innych sa przykta-
dami takich odwzorowan. W 1925 roku Hilbert zadal pytanie, czy istnieja funkcje
w oczywisty sposob obliczalne, ktore nie sa pierwotnie rekursywne. W roku 1928 Wil-
helm Ackermann podal kontrprzyklad [1, 23], czyli funkcje niemozliwa do skonstru-
owania przy uzyciu podanych metod, dla ktérej istnial algorytm obliczania. System
funkcji pierwotnie rekursywnych okazal sie niekompletny, a zatem nalezalo go uzupel-
ni¢. Uczynil to dopiero w 1936 roku amerykanski matematyk Stephen Kleen, ktory
wprowadzajac do zbioru strategii operator minimum, zdefiniowal funkcje ogélnie re-
kursywne.

1.2. Definicja funkcji rekursywnych

System funkcji pierwotnie rekursywnych sklada sie z trzech funkcji bazowych oraz
dwdch operatorow pozwalajacych tworzy¢ nowe funkcje z wezesniej zdefiniowanych.
Funkcjami bazowymi sa:

funkcja zerowa:

Z(z) =0,
funkcja nastepnika:
Sx)=z+1,
funkcja projekcji:
I, (X1, @2, ..., Ty) = T4

Pierwsza strategia tworzenia nowych funkcji jest operator podstawienia. Okre-
$la on nowa m-argumentowsa funkcje f pierwotnie rekursywna w ten sposéb, ze jej
warto$¢ w punkcie (1,2, ..,%,) Wynosi:

f($1,$27..-,33n) =

=g (hl(l‘l,ﬂfg, e ,xn),hg(a:l,xg, e ,xn), .. .,hm(.ﬁl,l‘Q, . ,Z‘n)) y

gdzie:
g — m~argumentowa funkcja pierwotnie rekursywna,
hi,ha, ..., hy — n-argumentowe funkcje pierwotnie rekursywne.

Druga strategia opracowana przez Hilberta nazywana jest operatorem rekur-
sji. Nowa (n + 1)-argumentowa funkcja pierwotnie rekursywna f jest definiowana na
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podstawie n-argumentowej funkeji pierwotnie rekursywnej g oraz (n 4 2)-argumento-
wej funkcji pierwotnie rekursywnej h w ten sposob, ze jesli ostatni argument funkcji
f jest zerem, to warto$¢ funkcji wynosi:

f(xlax27"'7mnao) :g('rhx?a"' axn)a

a w przeciwnym wypadku:
flzr,ze, ...,z y+1) = h(xl,xg, e ,xn,y,f(xl,mg,...,xn,y)).

1.3. Funkcja Ackermanna

Funkcja nastepnika jest funkcja bazowa. Korzystajac z operatora podstawienia mozna
zdefiniowaé funkcje so, ktora zwraca nastepnik nastepnika podanego argumentu, czyli
dla dowolnej liczby naturalnej x prawda jest:

Stosujac te sama regute dla funkcji nastepnika oraz so, powstaje kolejne odwzorowanie
s3 okre$lone poprzez operator podstawienia, czyli:

s3(x) = S(s2(z)),

co mozna rowniez zapisa¢ w postaci:

Uogodlniajac, funkcja pierwotnie rekursywna s, powstaje w wyniku dzialania opera-
torem podstawienia na funkcje S oraz s, _1, czyli:

Sn(x) = S(Sn—l(x))’

co zapisuje sig¢ jako:

n razy

Funkcja s, danej liczbie naturalnej przyporzadkowuje jej n-ty nastepnik, czyli
mozna powiedzie¢, ze liczba n jest parametrem obliczenia, czyli powinna by¢ argu-
mentem funkcji. Niech f; bedzie taka funkcja dwéch argumentéw, ze dla dwolnej
liczby naturalnej x zachodzi:

fi(z,n) = sp(x).

Algorytmy obliczania wartosci poszczegélnych funkcji s, ss, ..., s, istnieja, gdyz sa
to funkcje pierwotnie rekursywne. Operacja przeniesienia parametru n z nazwy funkcji
na pozycje argumentu nie jest ujeta w systemie Hilberta. Zatem czy funkcja f; jest
rekursywna?
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Korzystajac z definicji funkcji s,,, mozna powyzsze rownanie zapisa¢ w postaci:

fi(z,n) =S(sn-1(x)),

a po kolejnym podstawieniu, opierajac sie na definicji funkcji f;, postac:

fl(xvn) :S(fl(xanf 1))7

ktéra przypomina warunek z operatora rekursji pierwotnej. Aby operator byl w pelni
zdefiniowany, nalezy okresli¢ warto$¢ funkcji fi dla n réwnego zero. Przy zalozeniu,
ze:
fl ($, 0) =,
czyli bardziej precyzyjnie:
f1($, 0) = Ill(x)v

funkcja f1 okre$la dodawanie liczb naturalnych. Jak widaé¢, funkcja ta jest funkcja
rekursywna, gdyz zostala okreélona poprzez operator rekursji i funkcje nastepnika.

Postepujac w stosunku do funkcji f; tak, jak powyzej dla funkcji nastepnika,
mozna zdefiniowaé¢ funkcje fo, ktéra dla kazdej liczby naturalnej = przyjmuje wartoscé:

fa(z,n) = fi(z, ... (f(z, (fi(2,0)))...),

n razy

czyli:
fQ(I, 'fl) = fl (37, (fQ(J?, n— 1)))
Przy dodatkowym zalozeniu:

fg(l‘,O) = O

funkcja fo staje si¢ operacjg mnozenia dwéch liczb naturalnych. Poniewaz zostata ona
utworzona w wyniku dzialania operatora rekursji pierwotnej na funkcje pierwotnie
rekursywna f1, to funkcja fo réwniez jest pierwotnie rekursywna.

Potegowanie liczb naturalnych definiuje sie poprzez funkcje:

f3(z,n) = fo(z, f3(z,n—1)),

przy zalozeniu poczatkowym:
f3(177 O) =1.

Kontynuujac powyzsze rozumowanie, mozna zdefiniowaé caly ciag funkcji fi, fo,
f3,..., w ktorym zaleznosci pomiedzy kolejnymi elementami wyraza réwnanie:

fr(z,n) = fk_l(x,fk(x,n — 1))
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Do obliczenia konkretnej wartoéci danej funkcji z ciagu potrzebne sa trzy para-
metry — liczby k, x oraz n, czyli mozna zdefiniowa¢ nowsg funkcje g, ktérej wartosé
w dowolnym punkcie jest wyrazona réwnaniem:

g(kv €T, ’I”L) = fk('r’ ?’l),
czyli po dokonaniu odpowiednich podstawien:
g(k,z,n) =g(k—1, z, g(k,z,n—1)).

Aby mozna bylo oblicza¢ wartosci funkcji g, nalezy ustali¢ wartosci, jakie ona
przyjmuje dla argumentéw k lub n réownych zero. Réwnanie okreslajace zachowanie
funkcji g dla parametru n wynika z warunku poczatkowego dla funkcji fi, ktéry ma
ogblng postad:

Tk (Z‘, O) =1,
czyli w konsekwencji:
g(k,x,0) = 1.

Parametr k oznacza numer funkcji w wyzej wymienionym ciagu. Zatozenie, iz funkcja
fo jest takim odwzorowaniem, Ze:

fo(z,n) =8(n),

implikuje drugi z warunkéw:
9(0,z,n) = S(n).

Powyzsza funkcja zostata opisana w pracy doktorskiej niemieckiego matetmatyka
Wilhelma Ackermanna w 1928 roku, ktérej promotorem byl sam David Hilbert [23].
W kolejnych latach definicja funkcji zostata uproszczona przez Rosza Petera i Rapha-
ela Robinson, ktérzy liczbe argumentéw zredukowali do dwdch, a warunki poczatkowe
ustalili tak, aby funkcja rosta szybciej od wszystkich funkcji pierwotnie rekursywnych
[23, 1]. Obecna definicja tej funkeji jest opisana réwnaniami:

A(2,0) = Az —1,1)
Alz,y) = Az — 1, A(z,y — 1)).

Funkcja Ackermanna jest odwzorowaniem, dla ktérego kazdy z latwoscia moze
podaé algorytm obliczania, ale nie jest to funkcja pierwotnie rekursywna. Ackermann
udowodnil, ze model obliczenia zaprezentowany przez Hilberta jest niepelny.

1.4. Krytyka modelu funkcji rekursywnych

Kazda teoria naukowa powinna byé¢ spdjna i prosta. Hilbert wprowadzajac system
opisywania funkcji, wprowadzil trzy funkcje pierwotne oraz dwa operatory. Przy uzy-
ciu tych konstrukeji mozna zdefiniowaé podstawowe operacje arytmetyczne. Co wiecej
definicje sa proste, gdyz odwzorowuja wyobrazenie czlowieka o tych funkcjach — na
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przykitad mnozenie jest wielokrotnym dodawaniem i w systemie funkcji pierwotnie
rekursywnych wtasnie tak jest definiowane. Po wielu latach od publikacji Hilberta
zdefiniowano funkcje Ackermanna, ktéra nie jest funkcja pierwotnie rekursywna. Aby
rozwigzaé ten problem, system Hilberta uzupelniono o dodatkowy operator, okreslajac
tym samym zbidér ogélnie funkeji rekursywnych [1, 4, 7, 12]. Niestety takie poprawione
rozwigzanie przestalo by¢ spéjne i proste. Funkcja Akcermanna jest bardzo tatwa do
zapamietania, mozna dla niej bardzo szybko napisaé algorytm obliczania, ale udo-
wodnienie, ze jest to funkcja rekursywna, jest skomplikowane. By¢ moze, po odkryciu
funkcji Ackermanna nalezalo stworzyé¢ zupelnie nowy model obliczenia, w ktorym
zapis formalny bylby zgodny z intuicyjnym pojmowaniem funkcji.

2. Funkcje normalne

2.1. Cel rozwazan

Niniejsze opracowanie przedstawia sposdb okre$lania funkcji obliczalnych, ktéry jest
bardziej intuicyjny niz system funkcji rekursywnych. Funkcje rekursywne maja bardzo
Scisle zasady konstruowania odwzorowan, w ktérych okresla si¢ warto$é¢ dla argumen-
tu y na podstawie wartosci funkeji dla argumentu y — 1. Zadne inne zaleznosci nie
moga by¢ zapisane w systemie Hilberta. Sposob definiowania funkcji opisany ponizej
eliminuje te wade, gdyz pozwala na opisywanie nowego odwzorowania poprzez po-
rownanie go do innych funkcji. Zatem w systemie Hilberta definicja okresla operacje
na kolejnych wartosciach funkcji, a w ponizszym rozwiazaniu operuje sie na calych
zbiorach stanowiacych funkcje.

Wywdd zostal podzielony na kilka czesci. W pierwszej przeanalizowano tradycyj-
ny sposéb zapisywania funkcji z uzyciem klamerki. W drugiej sformalizowano metody
opisu jako operatory funkcyjne oraz ustalono zbiér funkcji pierwotnych. Funkcje zde-
finowane przy zastosowaniu nowej metody beda nazywane funkcjami normalnymi,
aby uwypukli¢ intuicyjny charakter rozwigzania — definicja tych odwzorowan zostala
umieszczona w osobnym punkcie wywodu.

2.2. Analiza intuicyjnego zapisu

Takie funkcje jak dodawanie lub mmnozenie sa wszystkim znane i nie ma potrzeby
ich definiowania — sg to funkcje, ktérych nalezy nauczy¢ si¢ na pamieé. Jednak inne
popularne odwzorowania, do ktorych zaliczamy silnie, ciag Fibonacciego czy funkcje
Ackermanna musza zostaé opisane w taki sposob, aby inny czlowiek potrafil stwier-
dzi¢, czy dana para nalezy do przedstawionej funkcji czy nie. Na przyktad méwi sie,
ze silnia liczby n jest iloczynem wszystkich liczb od 1 do n, a silnia liczby 0 wynosi 1.
Taka zaleznos¢ zapisuje sie przy uzyciu klamerki w postaci:

N(n){l’ gdy n =0,

1%x2%...xn w przeciwnym wypadku,



Funkcje normalne jako nowy model definiowania funkcji obliczalnych 13

lub bardziej formalnie:

N(n) L gdy n =0,
n)=
N(n—1)*n w przeciwnym wypadku.

Ciag Fibonacciego opisuje si¢ jako funkcje, ktorej kolejna warto$é¢ jest suma
dwoch poprzednich, a wartosci dla 0 oraz 1 wynosza 1. Zatem opis przy uzyciu kla-
merki przybiera postac:

Fn)d " gdy n € {0,1},
F(n—1)+F(n—2) w przeciwnym wypadku.

Funkcja Ackermanna, ktéra wezeéniej byla definiowana przy uzyciu trzech réw-
nan jest potocznie zapisywana jako:

Y+ 17 gdy xr = 0,
Az, y) = { Alz - 1,1), gdy y =0,
Az —1, A(z,y—1)) w przeciwnym wypadku.

Zaréwno ciag Fibonacciego, jak i funkcja Ackermanna sg przykladami funkcji,
ktére tatwo zapisuje sie z uzyciem klamerki, ale aby udowodnié, ze sg one funkcjami
rekursywnymi, trzeba zapisaé je w nienaturalnej i skomplikowanej postaci.

2.3. Formalizacja opisu

Przedstawione przyklady pokazuja, ze tradycyjny opis funkcji jest wygodny i intuicyj-
ny oraz wystarcza do okreélenia nawet takich odwzorowan, ktére nie moga by¢ zdefi-
niowane przy uzyciu systemu Hilberta. Jednak taki sposéb opisu musi zostaé¢ sforma-
lizowany. Wymienione wczesniej definicje korzystaja z operacji dodawania, mnozenia,
odejmowania i testowania liczb. Zatem, aby dokonaé¢ formalizacji, nalezy ujednolicié¢
zapis, 1 najlepiej, aby przyjat on forme funkcji, ktére sa budowane z prostszych od-
wzorowan. Najprostsze z odwzorowan musza zostaé zdefiniowane wprost jako pewne
zbiory par.

Poniewaz rozwazane funkcje operuja na liczbach naturalnych, wiec definicje naj-
prostszych funkcji powinny opisywaé¢ podstawowe wlasnoéci zbioru liczb naturalnych.
Zero jest szczegdlnym elementem tego zbioru, a w definicjach innych funkcji czesto
wystepuje zero, wiec jednym z podstawowych odwzorowan, jakie mozna zdefiniowac
jest funkcja zerowa Z, ktéra kazdej liczbie przyporzadkowuje zero. Funkcja zerowa
jest zatem zbiorem par:

Z ={(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), ... },

czyli:
Z={(z,y): €N A y=0}.
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Kolejne najprostsze odwzorowanie odzwierciedla wlasciwosé zbioru liczb natural-
nych polegajaca na tym, iz kazdej liczbie naturalnej jest przyporzadkowana dokladnie
jedna liczba naturalna nazywana jej nastepnikiem. Odwzorowanie to bedzie nazywane
funkcja nastepnika S i jest okreslone jako zbidr par:

S=1{(0,1), (1,2), (2,3), (3,4), (5,6), ...},

czyli:
S={(z,y): v, yeN A z <y},

gdzie < oznacza relacje¢ nastepnika w zbiorze liczb naturalnych. Kazda liczba natu-
ralna z wyjatkiem zera jest nastepnikiem innej liczby naturalnej. Innymi stowy, dla
kazdej liczby naturalnej z wyjatkiem zera istnieje dokladnie jedna liczba, ktérej ta
jest nastepnikiem. Zatem mozna zdefiniowa¢ funkcje poprzednika P, ktéra nie
przyjmuje wartosci dla zera i jest zbiorem par postaci:

P ={(1,0), (2,1), (3,2), (4,3), (5,4), ...},

czyli:
P={(z,y): z,yeN A y=<uz}.

Majac dane pewne funkcje, mozna konstruowaé¢ odwzorowania bardziej skom-
plikowane. Na przyklad, gdy znane sa n-argumentowe funkcje fi, fo,..., fmm oraz
m~argumentowa funkcja g, to mozna okresli¢ m-argumentowa funkcje h jako zbiér
powstaly poprzez operacje podstawienia, co zapisuje sie jako:

h(@) = g(f1(Z), f2(2), .., (7)),

gdzie T jest wektorem liczb naturalnych postaci (z1, xa, . . ., x, ). Taka definicja funkeji
wydaje sie rownie nieformalna jak wyzej przedstawione przyklady, ale jest to mylne
odczucie, gdyz jest to $cista relacja pomiedzy zbiorami g, f1, fo,..., fm, ktéra
musi by¢ rozumiana nastepujaco. Wektor (Z, z) nalezy do zbioru h wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja takie liczby y1,¥2,...,Yn, ze wektor (y1,¥y2,...,Ym,2) jest elementem
zbioru g oraz dla kazdego i € {1,2,...,m} wektor (Z,y;) jest elementem zbioru f;,
czyli:

h:{(i',z): TeEN'ANyeNA Tz,29,...,2m €N
(((z1,22, ..., 2m), y) €9 AVie{l,2,...,m}: (Z,2)€ fi)}. (1)

W opisywaniu odwzorowan wieloargumentowych, czesto korzysta sie z operacji
polegajacej na wybieraniu spoéréd wielu argumentéw doktadnie jednego. Przyktadem
jest wykorzystanie w definicji funkcji Ackermanna liczby x jako jednego z dwéch argu-
mentow funkeji. Aby sformalizowaé te czynnosé, definiuje si¢ n-argumentowa funkcje
projekcji I}, ktéra kazdemu wektorowi liczb naturalnych (z1,x9,...,z,) przypo-
rzadkowuje liczbe xy, gdzie k € {1,2,...,n}, czyli:

= {((scl,gcg,...,xn), y): T1,L2,. ., Tn,y €N A y:ack}.
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Jako przyktad skomplikowanego podstawienia funkcji mozna wzigé¢ warunek re-
kursji dla funkeji Ackermanna i zdefiniowaé¢ nowe odwzorowanie h, ktére dla dowolnej
pary (z,y) przyjmuje warto$é:

h(z,y) = ,A(x -1, Az, y — 1))

Aby zapisaé te definicje formalnie, nalezy zastapi¢ odejmowanie jedynki funkcja po-
przednika:

h(z,y) = A(P(x), Alz, P())),

oraz wprowadzi¢ funkcje projekcji w miejscach, gdzie wykorzystany jest tylko jeden
z dwoch argumentéw funkcji, czyli:

hz,y) = A(P(Zi(x,y)), AZi(z,y), P(Z5(x,y))))-

Aby funkcja h byla zdefiniowana zgodnie z definicja operacji podstawienia, to otrzy-
mane rownanie nalezy zapisa¢ w postaci:

h(.’L‘, y) = A(f1<m7 y)a fg(ﬂ?, y)’ f3($, y))7
gdzie funkcje f1, fo, f3 sa zdefinowane jako:
fl(xvy) = P(I%(.’E, y))v
faz.y) = A(ZE (2,y), fa(z,y)),
fa(w,y) = P(Z3(x,y)),

a funkcja fy jako:

Wykonujac w stosunku do definicji funkcji Ackermanna, w ktérej uzyto klamerki,
analize analogiczna do powyzszej, powstaje réwnanie postaci:

fl(xay)a gdy I%(xay):()a

A($7y) = fZ(xvy)v gdy I%(l’,y) =0,
fﬁ(‘r’y)a gdy f5($7y) =0,

gdzie funkcje f1, fo,..., fe¢ sa okredlone przez operator podstawienia jako:
filz,y) = S(Zi(z,y)),
fa(z,y) = A(f3(z,y), fa(z,9)),
fa(z.y) = P(Zi (2, y)),
falz,y) = S(f5(x,y)),
fs(z,y) = Z2(Zi(2,y)),
fo(z,y) = A(f3(z,y), fr(z,y)),
fr(z.y) = A(ZE (2, y), fs(2,9)),
fs(z.y) = P(Z3(z,y)).
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Zamieniajac wszystkie skomplikowane zlozenia funkcji tak jak powyzej, mozna
kazda definicje n-argumentowej funkcji h, powstala poprzez zastosowanie klamerki,
zredukowaé¢ do postaci:

fi(@),  edy g:1(z) =0,
T d ) =0
h(z) = f2(2),  gdy g2(z) =0,
fm(j)v gdy gm(i‘) =0,
gdzie Z jest wektorem liczb naturalnych postaci (21, xa, . .., x,). Taka konstrukecja be-

dzie nazywana operacja wyboru i nalezy ja interpretowaé nastepujaco. Jesli g (Z)
jest réwne 0, to h(Z) jest réwne f1(z). W przeciwnym wypadku, jesli go(Z) jest row-
ne 0, to h(Z) jest réwne f2(Z), a jesli g3(Z) jest réwne 0, to h(Z) jest réwne f3(Z).
W ten sposob rozpatrywane sg kolejne przypadki zapisu. Funkcja h nie jest okreslona
w punkcie Z, je$li wszystkie funkcje g1, 92, ..., gm Przyjmuja wartosci réozne od zera
w tym punkcie.

Opis operacji wyboru moze wydawac si¢ nieprecyzyjny i niewystarczajaco formal-
ny, chociazby dlatego, ze niektére funkcje mogg nie mie¢ wartosci w punkcie z. Takie
watpliwoéci sg bezpodstawne, gdyz operacja wyboru okresla relacje pomiedzy zbio-
rami h, g1, G2, - - Gms J15 f2, - - -, fm- Scista interpretacja jest nastepujaca. Para (Z,y)
nalezy do zbioru h wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki indeks k € {1,2,...,m}, ze
para (Z,y) nalezy do zbioru fj oraz para (Z,0) nalezy do zbioru g; oraz dla kazdego
i€{1,2,...,k— 1} istnieje takie z r6zne od zera, ze para (T, z) nalezy do zbioru g.
Zatem funkcja h jest takim zbiorem, ze:

h:{(i,y): zeN" ANyeN A Tke{l,2,...,m}: ((i,y)efk A
(Vie{l,2,...,k}: 32€eN: (i=k<2=0) A (Z,2) €Egr))}-

Algorytm obliczania funkcji zdefiniowanej poprzez operacje wyboru jest nastepu-
jacy. Niech parametr ¢ zmienia sie w zakresie 1,2,...,m. W pierwszym kroku algo-
rytmu oblicza sig liczbe g;(Z). Jedli ta liczba nie istnieje, to nie istnieje réwniez h(Z).
Jedli g;(Z) jest rézne od zera, to inkrementuje sie ¢ i powtarza caly alborytm. Gdy
9:(Z) jest réwne zero, to oblicza sie warto$é f;(Z). Jedli ta liczba nie istnieje, to nie
istnieje réwniez h(Z). W przeciwnym wypadku za wartos$é h(Z) przyjmuje sie f(Z),
co konczy obliczenie.

2.4. Operatory funkcyjne

N-argumentowy operator funkcyjny 1 jest takim odwzorowaniem, ktére wektoro-
wi funkcji liczb naturalnych przyporzadkowuje funkcje liczb naturalnych. Operator
funkcyjny jest wiec zbiorem par:

) = {((fl, foroooy fn)s h) : f1, f2y - fn, h — funkcje liczb naturalnych}.
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Operacja podstawienia omawiana wezesniej ma te wlasciwosé, ze dla danych funk-
cji fi, fo,---, fm 1 g istnieje dokladnie jedna funkcja h, dla ktérej prawdziwe jest
zdanie:

h(.’f) = g(fl(j)va((z)a < afm(i))

Operacja ta jest wiec odwzorowaniem, ktore funkcjom przyporzadkowuje funkcje,
czyli jest operatorem funkcyjnym. Operator ten bedzie nazywany operatorem pod-
stawienia i oznaczany symbolem ", gdzie m jest zwiazane z liczba argumentéw
operatora. Biorac pod uwage, ze operator jest funkcja, ktéra dziala na funkcjach liczb
naturalnych, mozna zapisac:

am(gvfth?"'ufm) = h7

lub bardziej formalnie w postaci mnogosciowej:
((97 f17 f27 ceey fm)7 h) ca™.

Poniewaz majac dowolne funkcje f1, fo,..., fin, 91,92, - -, 9m, W wyniku operacji
wyboru otrzymuje sie¢ doktadnie jedna funkcje h, to operacja ta jest operatorem funk-
cyjnym, ktéry bedzie nazywany operatorem wyboru g™, gdzie m jest zwiazane
z liczba argumentow. Dzigki temu nieformalny zapis z uzyciem klamerki:

fi(@), edy gi1(z) =

)

o O

moze by¢ przedstawiony jako:

Bm(flvgthagQa"'7fmagm) = ha

lub jeszcze lepiej w postaci mnogosciowej:
((flvglv f2792a ceey fnlagm)a h’) € ﬁm

N-argumentowy operator staly 0% jest takim przyporzadkowaniem, ktére wek-
torowi funkcji (f1, fo,. - ., fn) prayporzadkowuje funkcje F, czyli:

5.771-'(f17f21"'7fn) =F

lub formalnie:

((f1, for- s fn)s F) € 0%

W dalszym toku wywodu duza role odgrywaja operatory stale dla funkcji pierwotnych,
czyli 63, 6%, 6%, 5%:,.
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N-argumentowy operator projekcji 7", gdzie k € {1,2,...,m}, wektorowi
funkeji (f1, fa, ..., fm) przyporzadkowuje funkcje fi, czyli:

'Ylgn(flaf%nw.fm) = [k,

co jest rownowazne zapisowi:

((fl, foso s fm)s fk) €V

Zlozenie operatoréw funkcyjnych polega na tym, ze n-argumentowy operator
funkcyjny 7 jest w takiej relacji m-argumentowego operatora o oraz n-argumentowych
operatorow ky, Ka, - . ., Km, ze dla dowolnego wektora f postaci (fi, fa,- - -, fx), gdzie
f1, f2, ..., fr sa funkcjami, zachodzi:

ﬂ(.f) = U(Hl(f)7”2(f)v .- 'a’im(.f))'

Wynikiem zlozenia operatorow funkcyjnych o, k1, ko, ..., Kmn jest operator funkcyj-
ny 7. Precyzyjnie méwiac, para postaci (f,h), gdzie f jest wektorem funkcji, a h
jest funkcja, nalezy do zbioru m wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie funkcje
91,92, -+ 9m, 2ze para ((g1,92,-..,9m), h) nalezy do zbioru o oraz dla dowolnego

i €{1,2,...,m} para (f,g;) nalezy do zbioru «;, czyli:

F:{(f’h): f:(f17f27"'7fn) A flaf?v"').f}wh*funkcje A
3915927"'agm: (917927"'79W17funkcje A
(91,925 gm), B) €0 AVie{1,2,....m}: (f.g) € ri) }.

2.5. Definicja funkcji normalnej

W niniejszym podrozdziale przedstawiona jest definicja zbioru funkcji normalnych.
W przeciwienstwie do systemu Hilberta, gdzie zbiér funkcji rekursywnych jest gene-
rowany poprzez uzycie operatoréw dzialajacych na wczesniej okreslonych funkcjach
rekursywnych, kazda funkcja normalna jest opisywana niezaleznie od innych funkcji
normalnych.

Wychodzac od najprostszych operatoréw zdefiniowanych wczes$niej, mozna budo-
waé odwzorowania bardziej skomplikowane — odwzorowania, ktére rowniez sa opera-
torami funkcyjnymi. Niektére z nich beda nazywane operatorami normalnymi i sa
definiowane nastepujaco. Operator powstaly w wyniku zlozenia operatoréw normal-
nych jest operatorem normalnym. Operatory podstawienia o™, wyboru ", funkcji
pierwotnych 0%, 6%, 0%, %’% i projekeji ;" sa operatorami normalnymi.

Normalnym réwnaniem funkcyjnym dla i-tej wspoélrzednej z niewiadoma
(91,92, --,9m) 1 operatorem funkcyjnym 1™ nazywane jest zdanie postaci:

((917927 s 7gm), gz) € ’@[17”7

gdzie i € {1,2,...,m}, a ¥p™ jest normalnym m-argumentowym operatorem funkcyj-
nym. Jesli podstawiajac za niewiadoma wektor funkeji (f1, fo, ..., fm), otrzymuje sie
zdanie prawdziwe, to wektor ten jest nazywany rozwigzaniem réwnania.
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Normalnym ukladem réwnan z niewiadoma (g1, 92,...,9m) 1 operatorami
(1,19, ... ,%1) nazywany jest ciag k réwnan funkcyjnych, ktérego i-ty wyraz, gdzie
i€{1,2,...,k}, jest normalnym réwnaniem funkcyjnym dla i-tej wspétrzednej, czyli
ma postac:

(91,92, 9m), 9i) € V.

Wektor (f1, f2,..., fm) jest nazywany rozwigzaniem ukladu réwnan, jesli jest
rozwigzaniem kazdego rownania wchodzacego w jego sklad.

Jedli dany uktad réwnan funkcyjnych jest normalny i ma dokladnie jedno roz-
wiazanie postaci (f1, fo,..., fm), t0 znaczy, ze jest on normalng definicja funkcji
fi, fo, .., fm. Funkcja f jest funkcjg normalng, jesli istnieje normalna definicja
tej funkcji.

Definicja funkcji normalnej wydaje si¢ znacznie bardziej skomplikowana niz sys-
tem Hilberta. Wynika to stad, ze trudno$¢ definiowania funkcji zostata przeniesiona
na teorie samej metody definiowania. Latwiej jest opisa¢ odwzorowanie obliczalne jako
funkcje normalna niz jako funkcje rekursywna przy uzyciu réwnan Hilberta. Z drugiej
strony w systemie Hilberta bardzo tatwo wykazaé, ze zdefiniowana funkcja jest rekur-
sywna, podczas gdy formalna analiza definicji funkcji normalnej wymaga zmudnego
dowodzenia.

3. Przyktady funkcji normalnych

3.1. Funkcje pierwotne

Definicja funkcji normalnych nie odnosi si¢ do funkcji pierwotnych wprost, w prze-
ciwienstwie do systemu Hilberta, gdyz na podstawie definicji mozna udowodnié, ze
funkcje pierwotne sa normalne. Kazda funkcja pierwotna f jest funkcja normalna,
gdyz definicja takiej funkcji jest uktad rownan zawierajacy tylko jedno rownanie:

((f), f) € 6.

3.2. Funkcja Ackermanna

Niniejsza czes¢ rozwazan zawiera ponowng analize funkcji Ackermanna i stanowi do-
wdd, iz funkcja ta jest normalna. W pierwszej kolejnoéci zostanie fomalnie przeanali-
zowany opis funkeji Ackermanna przedstawiony wezesniej. Ow opis zawiera réwnania
z uzyciem symboli A, f1, fa,..., fs, S, P, Z, I?, I3. Pierwsze z nich wykorzystuje
operator wyboru, ktérego argumentami sa funkcje fi, fo, fs, fo, Z7, I3, a wartoscia
A. Mnogosciowo mozna ten fakt wyrazi¢ w postaci:

((flaz-12af27I227f67f5)5 -A) S 63-

Jest to rownanie funkcyjne, ktérego niewiadomymi sa funkcje A, f1, f2, f5, fo- Po-
zostale rownania opisu rowniez nalezy zapisa¢ formalnie i wéwczas przybieraja one
postaé:
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((8,Z5), h) e
((A, fs, fa), fa) €
((P.17). f3) €
((S. fs5), fa) €
((2,7D), f5) €
((A, f3, f1), fs) €
((AZF, fs), fr) €
((P,Z3), fs) €

Wszystkie réwnania tworzg uklad réwnan funkcyjnych, w ktérym niewiadoma jest
wektor funkcji f zdefiniowany jako:

f=(Af1, fay -, f5).

Aby ten uktad réwnan byt zgodny z formalng definicja, nalezy go odpowiednio zmody-
fikowac¢. Najpierw nalezy wszystkie niewiadome zastapi¢ odpowiednimi konstrukcjami
z udzialem operatora projekcji, czyli:

A=~1(f),
fl :73(7%
f2 _73(7%
fS :78(7)7
S =d3(f),
P = 0p(f),
Z =38%(/),
I} = 072 (f),
3 = (7).

Nastepnie trzeba zdefiniowaé nowe operatory poprzez ztozenia operatordéw funkeji
pierwotnych i operatora projekcji. Dla poszczegblnych réwnan sa to takie operatory,
ze dla dowolnego wektora funkcji f zachodzi:

w1 (f) = B8, 0%:(F), (P, 85(H, (), %)
ma(f) = o (63(), 8%2(F), (),

m3(f) = (1 (F), (), (),

ma(f) = @' (0p(f), %2(f));

ms(f) = ' (63(F), % (), (),

mo(f) = @' (0%(f), 8%2(F), %8 (1)),
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Wprowadzajac modyfikacje do wszystkich rownan, caty uklad przybiera postaé:

((A, f1, fa, .-, fo), A) € w1,
A f1, fas 0 fo), 1)
A, f1, f2, -0 fo), f2)
A, f1, faso o fo), f3) € ma,
A 1y fay o fo), fa) € 75,
), f5)
), fo)
), fr)
), fs)

€ ma,

fi
f:

2) € 73,

A, f1, f25- -5 fo)s f5) € T,
A, f1, fa, -5 fo)s fos) € 77,
A, f1, fa, .- fo)s f7) € s,
A, f1, fa, -1 fo)s fs) € mo.

((
((
((
(
((
((
((
(

Aby wykazaé, ze powyzszy uklad rownan jest Scistag normalng definicjg funkcji
Ackermanna, nalezy udowodnié, ze jest to normalny uklad réwnan oraz ma on do-
ktadnie jedno rozwiazanie, w ktérym funkcja A jest funkcja Ackermanna. Dowdd jest
tatwy do wykonania, ale wykracza poza zakres niniejszej publikacji. Wszystkie ope-
ratory my, o, ..., Tg s normalne, gdyz sa zlozeniami operatoréow statych dla funkcji
pierwotnych i operatora projekcji. Dowodd, ze uklad ten ma jedno rozwiazanie, moz-
na oprzeé¢ na indukcji matematycznej oraz nieformalnym opisie funkcji Ackermanna
z uzyciem klamerki. Nastepnie tok rozumowania nalezy przelozy¢ na formalne zalez-
nosci pomiedzy zbiorami.

Dla kazdej funkcji normalnej istnieje wiele normalnych definicji, gdyz mozna sto-
sowaé¢ dowolne ztozenia operatoréw. Im operatory sa prostsze tym wiecej rownan de-
finiuje funkcje. Poprzednio funkcja Ackermanna byla zdefiniowana przy uzyciu dzie-
wieciu operatorow, ale mozna przedstawié¢ definicje z jednym bardziej zlozonym ope-
ratorem. Punktem wyjscia sa wczesniej przedstawione réwnania, ktére mozna zapisaé

w postaci:
3(f171127f27:[227f67f5)7
fl - al(s I22)7
f2 - Oé?(Aaf37f4)a
fs=al(P,1}),
fa=a'(8, fs),
fs =o' (2,17,
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fﬁ = QQ(A’ f37f7)a
f7 = QQ(A’Ilzva)7
fs =a'(P,13).

Ostatnie dwa réwnania mozna zredukowaé poprzez podstawienie, otrzymujac zalez-
nos¢:
2 2 1 2
f7 =« (./471'17 (0% (P7I2)).
Korzystajac z tego réwnania oraz réwnania dla funkcji f3, mozna zapisa¢ rownanie:
dla funkcji fg w postaci

fo=0a?(A, o'(P,17), &*(A,IT, o' (P,13))).
W dalszej kolejnosci mozna zredukowac rownania dla funkcji fa, fs, f4, f5, otrzymujac:
f2=0a*(A, (P, I}), &'(S, o'(2,17))).

Ostatecznie podstawiajac otrzymane zaleznosci do pierwszego rownania, powstaje
zalezno$¢:

A= p*a'(8,13),
T2
a*(A4, o'(P,1}), a!(S, o' (2,17))),
7z
a2(~Av al(P’I%)’ 0[2(./4,.'[12, al(PvIZQ))’
o (2,17)).

Niech 7 bedzie takim operatorem funkcyjnym, ze dla wektora funkeji postaci (f),
czyli wektora z jedna wspolrzedna f, przyjmuje wartosc:

w(f) = 530 (53(1). 8% ().

Wéwezas definicja funkeji Ackermanna jest uktadem réwnan z jednym operatorem
postaci:

((A), A) em.



Funkcje normalne jako nowy model definiowania funkcji obliczalnych 23

3.3. Podstawowe dziaftania arytmetyczne

Ponizej zostana przedstawione przyktady definicji funkeji normalnych. Ze wzgledu
na duza liczbe przykltadéw, funkcje nie beda identyfikowane przy uzyciu pojedynczej
litery, ale poprzez cale nazwy. Nie tracac czytelnoéci i prostoty opisu funkcje beda
opisywane réwnaniami z uzyciem klamerki, w ktorych argumenty beda zapisywane
wprost bez uzycia funkcji projekcji, a pozostale obliczenia takie, jak dodawanie lub
odejmowanie beda oznaczane przy uzyciu wezeéniej zdefiniowanych funkcji. Udowod-
nienie, iz dane odwzorowanie jest funkcja normalna, nalezy przeprowadzi¢ podobnie
jak dla funkcji Akcermanna, wprowadzajac do definicji wszystkie potrzebne réwnania.

Dzieci rozpoczynaja nauke matematyki od dodawania, gdyz jest to najprostsze
dziatanie, ktére polega na inkrementacji pierwszego argumentu tyle razy, ile zapisano
w drugim argumencie, czyli:

' 1+ add(z,y — 1) w przeciwnym wypadku,

czyli:

add(z, y) = L, gdy y =0,
T\ S(add(z, PW))), edy Z(x) =0.

Aby okresli¢ funkcje dodawania formalnie to najpierw nalezy wprowadzi¢ funk-
cje projekeji, obliczy¢ liczbe 1 oraz oznaczyé wektor (x,y) symbolem f otrzymujac
rOwnanie:

add():{ (2 <%<f>>_> gdy Z3(/) =0,
dd(ZZ()), PER)), sdy Z(TH) =0,

ktore potem nalezy przeksztalcié w uktad réwnan:

add = /62 f17I27f27f3)

(
fi=a'(8, f),
fa=a'(S, fs),

Ji= al(z Il)
5= a2(add I%»fa)
fo = o (P(13)).

Dziatanie mnozenia jest rozumiane intuicyjnie jako wielokrotne dodawanie, zatem
definicja mnozenia jako funkcji normalnej moze by¢ okreslona rownaniem:

’ add(z, mul(z,P(y))), egdy Z(z)=0.

W systemie Hilberta mnozenie jest okre$lane réwnie prosto. Jednak w przypadku,
gdy funkcja korzysta z bardziej zaawansowanego dodawania, to uzywanie systemu
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Hilberta moze by¢ klopotliwe, podczas gdy funkcje normalne wcigz pozwalaja na
tatwe przedstawianie definicji. Na przyklad w ciggu Fibonacciego kolejny wyraz jest
suma dwoch poprzednich, wiec:

1, gdy x =0,
fib(z,y) = {1, gdy P(z) =0,
add(fib(P(z)), fib(P(P(x)))), edy Z(z)=0.

W nieformalnej definicji funkeji Fibonacciego w pierwszej linii operatora wyboru
zapisano warunek okreslajacy przynaleznos¢ argumentu n do zbioru 0,1. W definicji
formalnej zapisano ten fakt w dwoch liniach. Jesli warunek obliczenia funkcji bedzie
bardziej skomplikowanym zbiorem, to takie wyspecyfikowanie wartosci moze by¢ trud-
ne i nienaturalne w zapisie. Dlatego stosuje sie funkcje charakterystyczne zbiorow —
funkcje, ktére dla elementu z danego zbioru przyjmuja warto$¢ zero, a dla elementow
spoza zbioru wartosci wigksze od zera. Aby budowanie takich funkcji bylo mozliwe,
nalezy odwzorowac operacje taczenia zbioréw, czeéci wspolnej i dopelnienia za pomoca
operatoré6w boolowskich. Negacja jest najprostsza, gdyz moze by¢ opisana rownaniem:

() 1, gdy = =0,
not(z) =
0, gdy Z(z)=0.

Koniunkcja ma wartosé zerowa, jesli wszystkie argumenty sa rézne od zera, czyli:

0 dla z=0,
and(z,y) =<0 dla y =0,
1 dla Z(z)=0.

Majac funkcje negacji i koniunkcji, z tatwoscia wyznacza sie alternatywe:
or(z,y) = not(and(not(z), not(y))).

Okreslanie funkcji charakterystycznych zbioru moze wymagaé uzycia funkcji, ktére
poréwnuja liczby naturalne. Na przyklad funkcja equ okreslona réwnaniem:

Y dla z =0,
equ(z,y) =< = dla y =0,
equ(P(z), P(y)) dla Z(z) =0,
ma wartos¢é zero, jezeli argumenty sa rowne, oraz wartos¢ rézna od zera, gdy argumen-

ty sa rézne. Funkcja les ma wartos¢ réwna zero, jesli pierwszy argument jest mniejszy
od drugiego. Definiuje sie ja nastepujaco:

1 dla y =0,

les(z,y) =<0 dla z =0,
les(P(x), P(y)) dla Z(z)=0.
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Korzystajac z powyzszych odwzorowan, mozna zbiér 0,1 okresli¢ przy uzyciu
funkcji charakterystycznej:

chryg 1y (z) = les(z, 2),

czyli innym sposobem na zdefiniowanie funkcji Fibonacciego jest uzycie réwnania:

1, gdy Chr{O,l}(I) =0,
fib(z,y) =
add(fib(P(z)), fib(P(P(z)))), edy Z(z)=0.
Operacja odejmowania jest przykladem odwzorowania, ktore nie przyjmuje war-
tosci, jesli pierwszy argument jest mniejszy od drugiego. W systemie funkcji normal-
nych odejmowanie opisuje si¢ rownaniem:

sub(z. ) = Y dla =z =0,
sub(z, ) {sub(P(x), P(y) dla Z(z)=0.

Wydaje sig, ze taka postaé¢ definicji funkcji jest niedopuszczalna, gdyz w trakcie usta-
lania kolejnych wartosci zachodzi potrzeba obliczenia poprzednika liczby zero, ktory
nie istnieje. Jednak trzeba wzia¢ pod uwage, ze operator wyboru jest zdefiniowany na
gruncie arytmetyki zbioréw, wiec obliczenie sprowadza si¢ do sprawdzenia, czy istnieje
taka liczba z, ze para (0, z) nalezy do funkcji poprzednika. Poniewaz taka liczba nie
istnieje, wiec funkcja sub nie ma wartosci dla danego argumentu.

Operacja dzielenia div moze by¢ zdefiniowana na podstawie funkcji odejmowania.
Jednak opisanie obliczenia jako funkcji normalnej wymaga uzycia dwdch réownan:

div(z,y) = aux(z,y,0)

( ) z dla =0
aux(z,y, z) =
Y aux(sub(z,y), v, S(z)) dla Z(x)=0.

Od pierwszego argumentu z odejmuje sie drugi y, zwigkszajac za kazdym razem wynik
z dzielenia z. Gdy y nie jest dzielnikiem z, to funkcja nie jest okreslona dla tych
argumentow.

3.4. Programowanie funkcyjne

Najstarszymi algorytmami z dziedziny matematyki jest znajdowanie wspoélnego dziel-
nika wedlug Euklidesa oraz znajdowanie liczb pierwszych wedlug Eratostenesa. Obie
te metody obliczeniowe przedstawia sie w literaturze jako przepisy wykonywania pew-
nych czynnoéci w celu ustalenia wyniku. Ponizej zdefiniowane zostang funkcje normal-
ne, ktére odwzorowuja te algorytmy.

Reszta z dzielenia liczb x i y jest taka liczba naturalng r, ze dla pewnej liczby
naturalnej k zachodzi:

z =add(mul(k,y), ) A r<y.
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Gdy y jest réwne zero, to liczba k nie istnieje. Algorytm obliczania reszty z dzielenia
jest nastepujacy. Jesli x jest mniejsze od y, to liczba x jest wynikiem obliczenia, gdyz
dla k réwnego zero powyzsze twierdzenie jest prawdziwe. W przeciwnym wypadku
liczbe x nalezy pomniejszy¢ o y i ponownie sprawdzi¢ porzedni warunek. Funkcje nor-
malne pozwalaja na latwe kodowanie takich algorytméw. W rozwazanym przypadku
wystarczy zapisac:

x dla les(z,y) =0,

mod(z,y) = {mod(sub(x,y), y) dla Z(z)=0.

Algorytm Euklidesa [16, 21] stuzy obliczaniu najwiekszego wspdlnego dzielnika
dwoch liczb naturalnych. Obliczenie polega na odejmowaniu reszty z dzielenia tych
liczb od wigkszej z nich, gdyz wspélny dzielnik jest réowniez dzielnikiem tej reszty.
Gdy jedna z liczb jest réwna zero, to druga z nich jest poszukiwanym wynikiem:

x dla mod(y,z) = 0.

nwd(z,y) = {nwd(mod(y,x), xz) dla Z(z)=0.

Liczba naturalna x jest pierwsza, jesli ma doktadnie dwa podzielniki — jeden
i samg siebie. Zatem dla dowolnej liczby naturalnej y prawdziwa jest implikacja:

l<y ANy<z = mod(z,y)#£D0.

Algorytm sprawdzajacy, czy dana liczba jest pierwsza, polega na testowaniu kolejnych
wartosci liczby y w zakresie 2 do (x — 1). Funkcja isp przyjmuje warto$é 0, jesli x jest
liczba pierwsza, a wartos¢ 1 jesli x jest liczba zlozona. Dla x rownego 0 funkcja nie
przyjmuje zadnej wartosci. Podana dalej konstrukcja wykorzystuje dodatkowa funkcje
aux, ktéra sprawdza reszty z dzielenia liczby x przez kolejne wartosci y i w przypad-
ku, gdy reszta bedzie réwna zero, zwraca wartos¢ 1, gdyz wtedy liczba x jest liczba
zlozona, a gdy x jest réwne y, to konczy obliczenie z wynikiem pozytywnym — zwra-
ca wartos¢ 0. Ostatecznie algorytm testujacy liczby pierwsze moze by¢ zdefiniowany
nastepujaco:

) 0 dla P(x) =0,
isp(z) =
aux(z,2) dla Z(z) =0,
0 dla equ(z,y) =0,
aux(z,y) =41 dla mod(z,y) =0,

aux(z, S(y)) dla Z(x) =0,

Sito Eratostenesa trzeba zdefiniowaé przy uzyciu dwoch funkeji, z ktérych pierw-
sza znajduje kolejne liczby pierwsze, a druga je odpowiednio numeruje. Ponizsza funk-
cja nth dla danej liczby naturalnej n zwraca n-ta liczbe pierwsza, a pomocnicza funkcja
aux dla zadanej liczby n znajduje najmniejszg liczbe pierwsza, ktéra jest wigksza lub
rowna liczbie n. Liczba 1 jest liczba pierwsza o numerze 1. Jedli = jest n-ta liczbg
pierwsza, to liczba pierwsza o numerze (n 4+ 1) ma warto$¢ aux(x + 1). Dzialanie
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funkcji aux polega na testowaniu, czy n jest liczba pierwsza przy uzyciu wczesniej
zdefiniowanej funkcji isp. Jesli test okaze sie pozytywny, to funkcja aux zwraca n jako
wynik. W przeciwnym wypadku obliczenie wykonywane jest dla nastepnika liczby n.
Zatem sito Eratostenesa mozna przedstawi¢ w postaci uktadu réwnan:

ath(n) = {1 dla P(n) =0,
aux(S(nth(P(n)))) dla Z(n) =0,

aux(n) = {n dla isp(n) =0,
aux(S(n)) dla Z(n) =0.

4. Podsumowanie

Niniejsze opracowanie przedstawia nowa metode definiowania funkcji, ktére sa obli-
czalne. Metoda ta pozwala na latwe zapisywanie funkcji, ktére w systemie Hilberta
sg trudne do zdefiniowania. Wada rozwiazania jest ztozona definicja formalna. Mozna
powiedzie¢, ze trudnos¢ opisywania funkcji w systemie Hilberta zostala przeniesiona
na definicje nowej metody.

Relacje funkcji rekursywnych i funkcji normalnych mozna poréwnaé¢ do relacji
maszyny Turinga i maszyny RAM. Pierwsze rozwigzanie charakteryzuje sie prosta
definicja formalna, co sprawia, ze lepiej nadaje sie do wywodéw naukowych. Drugie
rozwiazanie jest blizsze intuicyjnemu pojmowaniu obliczenia, jednak definicja formal-
na jest bardziej skomplikowana, czyli trudna w opisie formalnym.

Dalsze badania nad funkcjami normalnymi powinny ustali¢ zwiazki nowego sys-
temu z modelami istniejacymi w teorii obliczen. Niektére zaleznosci sa bardzo proste,
inne wymagaja doktadniejszej analizy. Do tych pierwszych mozna zaliczy¢ twierdzenie,
ze funkcje normalne sg zbiorem nie mniejszym niz funkcje ogélnie rekursywne. Niech
na przyktad funkcja f bedzie zdefiniowana za pomocg funkcji g i operator minimum
[7, 12] w taki sposdb, ze:

f(z) = pylg(z,y) = 0.
Oznacza to, ze wartoscia funkcji f w punkcie x jest najmniejsza liczba y, dla ktorej
funkcja g przyjmuje wartos¢ zero. Gdy taka liczba nie istnieje, to f nie przyjmuje
warto$ci w punkcie z. W systemie funkcji normalnych funkcje f definiuje si¢ poprzez
uktad dwoch réwnan:

f(z) = h(z,0)
_Jy dla g(z,y) =0,
he,y) = {h(x,S(y)) dla Z(z) = 0.

Zatem wszystkie funkcje obliczalne sa funkcjami normalnymi. Z drugiej strony powsta-
je pytanie, czy kazda funkcja normalna jest obliczalna. Z jednej strony dla kazdego
normalnego ukladu réwnan z tatwoscia mozna napisa¢ odpowiedni algorytm obliczaja-
cy uzyte funkcje nawet na maszynie Turinga, a z drugiej strony nie jest znana funkcja
normalna, ktéra nie jest obliczalna.
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