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GENEROWANIE MASZYN TURINGA
POPRZEZ ZASTOSOWANIE
NOWYCH MODELI OBLICZENIOW YCH

Dla ka dego problemu obliczalnego istnieje algorytm jego rozwi zania, ktéry mo e by przed
stawiony w postaci konkretnej maszyny Turinga. Ze wzgl du na prostot tej maszyny pro
gramy s bardzo skomplikowane i nieprzejrzyste. Dlatego tworzy si inne modele obliczenia,
na ktorych mo na szybko i atwo zapisywa algorytmy zwi zane z danym typem proble
mu, a nast pnie symuluje si dzia anie tych modeli na maszynie Turinga. Niniejszy artyku
przedstawia metodologi znajdowania modelu obliczeniowego pasuj cego do danego typu
problemow i przekszta cenie go w odpowiedni maszyn Turinga na przyk adzie oblicze na
liczbach naturalnych.

S owa kluczowe: maszyna Turinga, automaty, teoria oblicze

GENERATING TURING MACHINES
BY USE OF OTHER COMPUTATION MODELS

For each problem that can be solved there exists algorithm, which can be described with
a program of Turing machin . Because this is very simple model programs tend to be very
complicated and hard to analyse by human. The best practice to solve given type of problems
is to de ne a new model of computation that allows for quick and easy programming, and then
to emulate its operation with Turing machin . This article shows how to define most suitable
model for computation on natural numbers and defines Turing machin that emulates its
operation.

Keywords: Turing machin , automatons, theory of computation

1. Wprowadzenie

1.1. Maszyna Turinga

W 1936 roku angielski matematyk Alan Turing opublikowa prac [1, 5, 8], w ktérej
formalnie zdefiniowa poj cie algorytmu. Opisa mechaniczne urz dzenie wykonuj ce
bardzo proste czynno ci na niesko czenie d ugiej ta mie. W tym czasie sformu owano
réwnie hipotez Turinga-Churcha [5], ktéra orzeka a, e procesy, ktére s algoryt
miczne w sensie intuicyjnym, to dok adnie te procesy, ktére mog by zrealizowane
na maszynie Turinga.
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Pocz tkowo wi kszo naukowcéw by a sceptycznie nastawiona do modelu Turin-
ga [1]. Z jednej strony jego prostota wskazywa a na mo liwo istnienia algorytmoéw,
ktére mo na zrealizowa w sensie intuicyjnym, ale nie s mo liwe do wykonania na
maszynie Turinga. Z drugiej strony wszystkie znane algorytmy mo na by o zapisa
W postaci programu maszyny Turinga.

1.2. Cel rozwazan

Prostota maszyny Turinga sprawia, e jej programowanie nie jest intuicyjne, 1 mo
del ten funkcjonuje jedynie jako instrument teorii oblicze , a nie jako narz dzie do
obliczania z o ono ci programéw w pracach in ynierskich. Celem artyku u jest poka
zanie metody budowania maszyn Turinga. Mo na to pokaza , opieraj ¢ si na no
wych modelach obliczeniowych, ktére s lepiej przystosowane do wybranej dziedziny.
Metodologia ta jest omdéwiona na przyk adzie oblicze arytmetycznych i maszyny
stertowej.

Najpierw pokazana jest analiza obliczenia wykonywanego na papierze, ktéra pro
wadzi do definicji maszyny dzia aj cej na napisach, czyli maszyny Turinga. Potem
analogiczna analiza jest przeprowadzona na podstawie obserwacji dzia a na licz
bach, czego wynikiem jest definicja nowego modelu. Na ko cu rozwa a okre lono
transformacj pomi dzy tymi modelami.

Maj c problem liczbowy, mo na go atwo zapisa na maszynie stertowej, a t
automatycznie przekszta ci na maszyn Turinga. Dzi ki temu programowanie ma
szyny Turinga staje si znacznie prostsze.

2. Analiza obliczenia

2.1. Operacje na znakach

Turing rozpocz rozwa ania od najbardziej elementarnych pyta - czym jest algo
rytm ijak pojmujemy intuicyjnie proces jego wykonania [8, 1]. Wyszed od obserwacji
cz owieka realizuj cego dowolne obliczenie algorytmiczne [9], takie jak na przyk ad
pisemne dodawanie dwéch liczb dziesi tnych. Zauwa y, e rachmistrz najpierw za
pisuje argumenty na kartce papieru, a nast pnie wykonuje szereg czynno ci, ktére
doprowadz go do wypisania wyniku obliczenia. Regu y, wed ug ktérych post powa
rachmistrz, mog y by skomplikowane, ale raz ustalone - pozwala y na mechaniczne
wykonywanie algorytmu. Turing dokona analizy akcji sk adaj cych si na obliczenie
i stwierdzi, e ka da z nich jest albo czynno ci syntaktyczn polegaj ¢ na zapi
saniu lub odczytaniu znaku z kartki, albo powoduje przeniesienie uwagi rachmistrza
na inne miejsce kartki. Dalsze rozwa ania pozwoli y na uproszczenie ca ego procesu.
Turing zast pi papier ta m podzielon na komérki, z ktérych ka da by a pusta lub
zawiera a dok adnie jeden symbol. Nad ni umie ci g owic , ktéra dzia a a krokowo
iza ka dym razem mog a zapisa symbol do komoérki, nad ktér si znajdowa a, oraz
przesun si w lewo lub w prawo o jedno pole. Turing uzna, e s to czynno ci ko
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nieczne 1 wystarczaj ce do zapisania ka dego algorytmu wykonywanego na papierze,
wi ¢ dokona formalizacji stworzonego modelu i opublikowa koncepcj .

2.2. Dziatania na liczbach

Aby stworzy arytmetyczny model obliczenia, trzeba przeprowadzi dok adn analiz
dzia a , jakie wykonuje cz owiek, analogicznie jak post pi Turing, ale w odniesieniu
do dzia a na liczbach.

Cz owiek pierwotny oznacza liczb posiadanych przedmiotéw, zawi zuj ¢ w ze
ki na sznurze lub nacinaj c ko ci zwierz ce [7]. Okazuje si , e mdég to uczyni , nie
b d c¢c nawet wiadomym poj cia liczby. Przyk adowo gdy chcia oznaczy du liczb
zwierz t, ktéra znajdowa a si w pewnej zagrodzie, to najpierw przygotowywa sznur
bez w ze kéw. Potem dzieli zagrod na dwie cz ci - w pierwszej z nich umieszcza
wszystkie zwierz ta z zagrody, a drug pozostawia pust . Nast pnie przenosi zwie
rz ta z pierwszej cz ci do drugiej i za ka dym razem zawi zywa w ze ek na sznurze.
Post powa w ten sposéb, dopdki by y zwierz ta w pierwszej cz ci zagrody. Po sko
czeniu obliczenia liczba w ze kéw na sznurze by a réwna liczbie posiadanych zwierz t
nawet wtedy, gdy pocz tkowo w zagrodzie nie by o zwierz t.

Algorytm wykonywany przez cz owieka pierwotnego mo na opisa bardziej for
malnie. Niech do zbioru Z nale wszystkie zwierz ta, ktore trzeba policzy , a zbor
W jest kolekcj w ze k6w zawi zanych na sznurze. Zbiér Z jest dany na pocz tku
obliczenia jako argument, a zbiér W jest wynikiem obliczenia i jego stworzenie musi
by opisane w algorytmie. Wéwczas mo na przyk adowe obliczenie zapisa w postaci:

1. Stworz zbi6ér pusty W.

Je 1i zbiér Z jest pusty, to id do kroku 6.
Usu element ze zbioru Z.

Dodaj element do zbioru W.

Id do kroku 2.

Usu zbiér Z.

Koniec obliczenia.

N o Ov ks W

2.3. Czynnosci elementarne

Do wykonania powy szego algorytmu potrzebne s nast puj ce czynno ci elementarne:
1. Stworz zbiér pusty X.

Usu zbidr X.

Dodaj element do zbioru X.

Usu element ze zbioru X.

Je 1i zbidr jest pusty, to id do kroku k.

Id do kroku k.

Koniec obliczenia.

U T
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Wykonanie pierwszych czterech czynno ci wi e si z wybraniem zbioru X spo
réd wszystkich dost pnych zbioréw, jakie bior udzia w obliczeniu, za pi ta i szdsta
czynno wymaga przegl dania programu w celu znalezienia kroku k, ktéry zostanie
wykonany jako nast pny. S to czynno ci, ktére w algorytmie wyst puj niejawnie.
Jednak nie zostan one w czone do zbioru czynno ci elementarnych, gdy spowodo
wa oby to konieczno wprowadzenia dalszych niejawnych czynno ci. S one interpre
towanejako sprz enie modu u steruj cego z danymi i programem tworzonego modelu.
W algorytmie liczenia zwierz t procesorem jest cz owiek pierwotny, ktéry intuicyjnie
wykonuje program, czyli bezwiednie odnajduje w nim odpowiednie kroki, natomiast
danymi s zbiory, ktére r6wnie bezb dnie s przez tego cz owieka rozpoznawane.

2.4. Kodowanie liczb

Rozwa ania dotycz oblicze na liczbach, wi ¢ tworzony model obliczenia musi kodo
wa liczby w swojej pami ci. Kodem liczby naturalnej jest kolekcja obiektéw, a zatem
w celu zachowania jednolito ci kodowania nale a oby ustali , jakiego typu obiekty
b d rozpatrywane. Na przyk ad liczb naturaln n mo na kodowa jako kolekcj n
kamieni. Kodowanie kojarzy si przede wszystkim z pisaniem symboli na kartce pa
pieru, warto wi ¢ pozosta przy tej koncepcji. Zatem najlepszym rozwi zaniem jest
kodowanie liczb naturalnych w postaci zbioréw symboli zapisanych na kartce papieru.

Ka da liczba b dzie kodowana na osobnej kartce papieru, czyli innymi s owy -
ka da kartka papieru b dzie kodem dok adnie jednej liczby naturalnej [3]. Dla usta
lenia uwagl przyjmujemy, e kartka papieru jest bia a, 1 mo emy na niej umie ci
dowoln liczb czarnych kropek. Kartka jest formalnie interpretowana jako zbidr
kropek, wi ¢ zamiast méwi , e na kartce napisano n kropek, mo na méwi, e do
tej kartki nale y n kropek. Kartka koduje liczb naturaln n wtedy 1 tylko wtedy,
gdy zapisano na niej dok adnie n czarnych kropek [8]. Zgodnie z t konwencj pusta
kartka jest kodem zera. Kartka, na ktérej napisano jedn kropk , jest kodem liczby
jeden, kartka zawieraj ca dwie kropki jest kodem liczby dwa, natomiast kartka, na
ktérej umieszezono trzy kropki - koduje liczb trzy. Ogdlnie méwi c, je li pewna kart
kajest kodem liczby naturalnej n oraz zostanie do niej dopisana jeszcze jedna kropka,
to wtedy kartka ta staje si kodem nast pnika liczby n. Nie ma adnych ogranicze
na wielko liczby n, wi ¢ do ka dej kartki mo na dopisa jeszcze jedn kropk , czyli
kartka mo e zawiera dowoln liczb czarnych kropek.

Przedmiotem obliczenia jest zazwyczaj wiele liczb, a ka da z nich musi by =za
pisana w pami ci maszyny w okre lonym porz dku. Kartki mo na uk ada jedna na
drugiej, co pozwala kodowa ca e wektory liczb naturalnych. Taka struktura b dzie
nazywana stert liczb naturalnych [3]. Sterta pusta koduje zbiér pusty. Jedna kartka,
ktéra koduje liczb naturaln x|\, jest stert , ktéra koduje wektor (xi). Je li na tej
kartce po o y si kartk , ktora jest kodem liczby £2, to wéwcezas tak utworzona sterta
koduje wektor postaci (a ,”)- Je li na tej stercie poo y si kolejn kartk , ktéra
koduje liczb £3, to sterta b dzie kodem wektora (£1, £2,£3)- Ogé6lnie méwi c, je i
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na stercie, ktéra koduje wektor (x1,X2,...,xm), po o y si kartk koduj ¢ liczb xn,
to ta sterta stanie si kodem wektora (x\,x%,..., xm,xn).
Je li sterta koduje wektor liczb naturalnych postaci (xi,X2, ,xn), to znaczy, e

jej g boko wynosin, a kartka koduj ca liczb xn znajduje si na g boko ci zero.
Je 1i na pewnej kartce sterty jest po o ona kartka, ktéra znajduje si na g boko ci
m, to wtedy ta pierwsza kartka jest na g boko ci b d cej nast pnikiem liczby m.
Kartk , ktéora znajduje si na g boko ci zero, nazywa si wierzcho kiem sterty. Na
przyk ad, je 1i sterta koduje wektor (x1,X2,£3), to kartka koduj ca liczb £3 jest jej
wierzcho kiem, gdy znajduje si na g boko ci zero, kartka koduj ca liczb X2 jest
na g boko cijeden, a kartka koduj ca liczb X\ na g boko ci dwa. Poniewa nie ma
adnych ogranicze na d ugo wektora, ktéry mo e by kodowany na stercie, wi ¢
mo na na niej po o y dowolnie du o kartek, czyli sterta mo e mie dowolnie du
g boko . Kartka znajduj ca si na g boko ci n pewnej sterty jest nazywana n-t
kartk tej sterty, lub kartk n.

3. Maszyna stertowa

3.1. Operacje elementarne

Definicja modelu obliczeniowego zawiera zbidr operacji elementarnych wykonywanych

przez procesor. Proces obliczenia jest ci giem zdarze modyfikuj cych stert . Mo

dyfikacje te dotycz zaréwno uk adu kartek na stercie, jak réwnie liczby kropek na

poszczegblnych kartkach. Mo naje opisa w postaci ni ej podanego zestawu instrukcji.
1. Dodaj kartk na g boko ci n sterty.

Usu kartk na g boko ci n sterty.

Dodaj kropk do kartki na g boko ci n sterty.

Usu kropk =z kartki na g boko ci n sterty.

(AR 8

Sprawd , czy kartka na g boko ci n sterty jest pusta.

Ka da z tych operacji mo e zosta wykonana na dowolnej g boko ci sterty, ktéra
jest dozwolona. Oznacza to, e je li sterta ma g boko n, to wszystkie operacje
mo na wykona na g boko ci mniejsze] ni n 1 dodatkowo mo emy doda kartk
na g boko ci réwnej n. Wynika st d, e je li sterta jest pusta, to wowczas dodanie
kartki jest jedyn instrukcj mo liw do wykonania. Operacja usuni cia kropki
z pustej kartki jest niewykonalna.

Przy budowaniu algorytméw dzia aj cych na liczbach powy szy zestaw operacji
jest niewygodny, gdy pewne cz sto powtarzaj ce si czynno ci musz by kodowane
za pomoc wielu instrukcji, a inne s zbyt uniwersalne i mo ne je upro ci . Zatem
nowy model obliczenia b dzie mia ni ej wymieniony zbiér operacji elementarnych.

1. ZER - dodaj pust kartk na wierzcho ek sterty.
2. INC - dodaj kropk do kartki na wierzcho ku sterty.
3. DEC - wusu kropk =z kartki na wierzcho ku sterty.

4. CPY n - skopiuj n-t kartk sterty na jej wierzcho ek.
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5. DEL n - usu n-t kartk ze sterty.

6. JMZ k - je i kartka na wierzcho ku jest pusta, to id do kroku k.
7. JMP fc - id do kroku k.

8. STP koniec obliczenia.

Wszystkie instrukcje z wyj tkiem kopiowania kartek s identyczne z czynno ciami,
jakie przedstawili my wcze niej, lub s ich szczegblnymi przypadkami. Kopiowanie
kartek wi e si z wykonaniem pewnego algorytmu zbudowanego na bazie tamtych
czynno ci. Zak adaj ¢, e dana jest sterta o g boko ci nie mniejszej ni n i nale y
skopiowa n-t kartk tej sterty, w wyniku podj tych dzia a na wierzcho ku ster
ty powinna zosta umieszczona kartka zawieraj ca tyle samo kropek, co kartka na
g boko ci n. Niech n,n' oraz n” s kolejnymi liczbami naturalnymi. Wéwczas tak
modyfikacj sterty mo na otrzyma w wyniku wykonania poni szego algorytmu.
Dodaj pust kartk na g boko ci 0.

Dodaj pust kartk nag boko cin'

Je li kartka n" jest pusta, to id do kroku 8.

Usu kropk =z kartki na g boko cin”.

Dodaj kropk do kartki na g boko ci n'.

Dodaj kropk do kartki na g boko ci 0.

Id do kroku 3.

Usu kartk na g boko ci n".

© ©® NS ook W N

Koniec obliczenia.

W pierwszym kroku na wierzcho ek sterty wk adana jest pusta kartka, a zatem kartka,
ktéora ma by kopiowana, znajdzie si na g boko ci n'. W drugim kroku dodaje si
kolejn pust kartk , ale tym razem zostanie ona po o ona na kartce, ktéra ma by
kopiowana, czyli na g boko ci réwnej n'. Zatem puste kartki, jakie zosta y umiesz
czone na stercie, znajduj si na g boko ci 0 i n', natomiast kartka przeznaczona
do kopiowania przesun a si na g boko n”. Algorytm polega na usuwaniu kropek
z kartki n" i dodawaniu ich do kartek 0 i n'. Obliczenie ko czy si , je li kartka n" jest
pusta. Wtedy zostaje one usuni ta i na stercie pozostaj kartki 01in’zawieraj ce tyle
samo kropek, ile mia a kartka n” na pocz tku obliczenia. Poréwnuj ¢ stert przed
1 po realizacji algorytmu, mo na si przekona , e efekt uzyskany w wyniku jego wy
konania mo e by interpretowany jako skopiowanie n-tej kartki z g bi sterty na jej
wierzcho ek.

3.2. Definicja modelu

Maszyna stertowa jest modelem obliczeniowym, ktérego pami stanowi sterta liczb
naturalnych, a procesorem jest rachmistrz wykonuj cy operacje wed ug programu
zapisanego przy u yciu instrukcji ZER, INC, DEC, CPY, DEL, JMZ JMP oraz STP.
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Obliczenie na tym modelu sk ada si z kilku etapéw. Najpierw na stercie kodo
wane s argumenty obliczenia, a w programie wyrd nia si instrukcj , ktéra b dzie
wykonana jako pierwsza. Nast pnie rachmistrz, post puj ¢ zgodnie z programem,
wykonuje ré ne dzia ania na stercie. Je i obliczenie ko czy si sukcesem, to STP jest
ostatni instrukej zrealizowan przez rachmistrza i wowczas zawarto sterty inter
pretowana jest jako prawid owy wynik obliczenia. W przeciwnym wypadku rachmistrz
albo nigdy nie ko czy pracy, albo zatrzymuje si na czynno ci niemo liwej do wykona
nia, co b dzie okre lane jako zawieszenie pracy rachmistrza, albo ko czy dzia anie po
wykonaniu ostatniej instrukeji programu. W takiej sytuacji funkcja obliczana przez
maszyn stertow nie jest okre lona dla zadanych argumentéw.

4. Transformacja modeli

W rozdziale tym przedstawiona jest ogélna metoda konstruowania maszyny Turinga
wykonuj cej identyczne obliczenie jak dana maszyna stertow . W tym celu najpierw
nale y okre li kodowanie wektor6w liczb naturalnych na ta mie maszyny Turinga,
a potem trzeba wygenerowa odpowiedni program. W ostatniej cz ci podany jest
przyk ad dodawania liczb.

4.1. Generowanie pamieci

Liczb naturaln n mo na kodowa na ta mie maszyny Turinga w postaci ci gu jedy
nek o d ugo ci réwnej nast pnikowi liczby n, ktéry jest zako czony zerem. Wowczas
10 jest kodem liczby zero, 110 kodem liczby jeden, natomiast 1110 jest kodem liczby
dwa. Wszystkie symbole kodu liczby zapisuje si w kolejnych komérkach ta my, a na
pocz tku obliczenia g owic umieszcza si nad komérk zawieraj ¢ ostatni symbol
kodu. Zatem, aby w miejscu wskazanym przez g owic zakodowa liczb m, nale y
wykona program:

0 *1R 1 H
1 1 R2 H
2 1 R3 H
n IR end H
end H H

Wektor liczb naturalnych kodowany jest poprzez kolejne zapisanie kodéw wszystkich
jego wspd rz dnych. Na przyk ad ci g:

10 110 11110 1111110

jest kodem wektora (0,1,3,5). Wektor mo na zapisa na ta mie poprzez kolejne wy
konanie powy szego programu dla wszystkich wsp6 rz dnych tego wektora. G owic

zawsze umieszcza si nad komérk zawieraj ¢ ostatni bit kodu wektora, czyli na zerze
nale cym do kodu jego ostatniej wspé rz dnej.
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4.2. Generowanie programu

Konstrukeja programu polega na zamianie ka dej instrukeji maszyny stertowej na se
kwencj instrukcji maszyny Turinga w ten sposéb, e je li sterta, ktéra na pocz tku
obliczenia koduje wektor liczb naturalnych x, jest przekszta cana w wyniku wyko
nania programu maszyny stertowej do postaci koduj cej wektor y, to réwnie ta ma
koduj ca na pocz tku obliczenia wektor x zostanie przekszta cona w wyniku wy
konania odpowiedniego programu maszyny Turinga do postaci koduj cej wektor y.
Réwnowa no ta dotyczy tak e sytuacji, w ktérej rachmistrz zawiesza swoje dzia a
nie, wi ¢ przyjmujemy, e w takim przypadku maszyna Turinga b dzie zatrzymywa a
sl w stanie oznaczonym err.

Budow programu maszyny Turinga rozpoczyna si od zamiany ka dej instrukcji
maszyny stertowej na odpowiedni zestaw linii maszyny Turinga. Poniewa ka da z in
strukeji ZER, INC, DEC, CPY, DEL, JMZ, JMP oraz STP ma zdecydowanie ré ne dzia anie,
to poni ej rozwa ane s wszystkie te instrukcje po kolei.

1. Wykonanie instrukcji ZER powoduje po o enie na wierzcho ku sterty pustej kart
ki, a zatem do wektora zakodowanego na stercie dodawana jest jeszcze jedna
wsp6 rz dna. Poniewa g owica maszyny Turinga obserwuje ostatni komork
wektora zakodowanego na ta mie, wi ¢ najpierw przesunie si ona w prawo 1 do
kolejnych komoérek wpisze kod liczby zero, ktoéry - zgodnie z powy szym - jest
sekwencj 10. Odpowiedni program dla maszyny Turinga przybiera woéwczas
posta :

0 OR1 H
1 1 R end H

Zak adaj ¢, e w chwili pocz tkowej ta ma koduje wektor (3,2), mo emy prze
analizowa dzia anie tego programu, patrz c natabel 1. Prawa kolumna zawiera
numer kroku, natomiast lewa posta ta my przed jego wykonaniem. Gwiazdka
jest ustawiona za komérk obserwowan przez g owic . Zgodnie z oczekiwaniami,
na ko cu obliczenia ta ma koduje wektor (3,2,0).

Tabela 1

11110111 0*0 o o
111101110 0* ~
11110111010 * end

2. Wykonuj c instrukej INC, rachmistrz dopisuje jedn kropk do kartki na wierz
cho ku sterty, wi ¢ maszyna Turinga powinna zapisa jedynk w polu obserwowa
nym przez g owic , a potem przesun g owic w prawo. Niestety takie dzia anie
daje fa szywy wynik w przypadku, kiedy sterta jest pusta, gdy wtedy rachmistrz
zawiesza swoje dzia anie, podczas gdy maszyna Turinga ko czy je sukcesem.



Generowanie maszyn Turinga (...) 15

W tej sytuacji musimy napisa bardziej skomplikowany program, ktéry woéwczas
przyjmuje posta :

0 OLI H
1 0 S err 1R 2
2 1 R end H

Maszyna Turinga najpierw przesuwa g owic w lewo 1 sprawdza zawarto obser
wowanej komorki. Je li jest tam jeden, to modyfikuje ta m i ko czy obliczenie
w stanie end. W przeciwnym wypadku sygnalizuje b d, czyli zatrzymuje si
w stanie err. Zak adaj ¢, e w chwili pocz tkowe] ta ma jest kodem wekto
ra (3,2), dzia anie programu przedstawia si jak w tabeli 2.

Tabela 2

111101110 * 0 o
11110111*%0 0 f-~
iiiioiiio0%*0 Y ~
111101111 0"~ end

Wykonanie instrukeji DECjest bardziej skomplikowane, gdy rachmistrz zawiesza
swoje dzia anie nie tylko w przypadku, gdy sterta jest pusta, ale rownie wtedy,
gdy kartka na jej wierzcho ku nie zawiera adnych kropek. Maszyna Turinga
najpierw przesuwa g owic w lewo ije li znajdzie si nad komérk zawieraj c

zero, to znaczy, e mamy do czynienia ze stert pust , czyli dzia anie ko czy si

w stanie err.

W przeciwnym wypadku zamiast jedynki wpisywane jest zero i g owica powtor

nie przesunie si w lewo. Je li tym razem obserwowana komérka jest pusta, to
obliczenie ko czy si b dem, poniewa argumentem by a liczba zero. Je lijednak
w komoérce b dzie jedynka, to maszyna zatrzyma si w stanie end, a na ta mie
zostanie zakodowany prawid owy wynik. Takie dzia anie maszyny opisuje si przy
u yciu programu:

0 OLI H
1 OS err 0L2
2 OS err 1 R end,

ktérego dzia anie przedstawia tabela 3.

Tabela 3

111101110°] 0
11110111% I
1111011* 0 2
11110110% end
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4. Instrukcja CPY nie jest czynno ci atomow , gdy wcze niej zosta a zdefiniowana

jako pewien algorytm. Dlatego te odwzorowanie jej na maszynie Turinga jest
bardziej skomplikowane ni w przypadku wcze niejszych operacji.

Maszyna Turinga rozpoczyna obliczenie od znalezienia komoérki zawieraj cej
pierwszy bit kodu kopiowanej liczby. W tym celu przesuwa g owic w lewo, ba
daj ¢ réwnocze nie, czy nie znalaz a si ona na dnie sterty, co oznacza oby b d
obliczenia. Nast pnie wykonywana jest procedura iteracyjna, ktora kopiuje kolej
ne jedynki kodu znalezionej liczby na koniec kodu ca ego wektora. Ka dajedynka
jest chwilowo zamieniana na zero, aby jej pozycja by a wyré niona. Potem g o
wica przesuwa si na koniec kodu ca ego wektora, aby tam umie ci kopiowan
jedynk . Nast pnie wraca do oznaczonej pozycjiiodtwarza pocz tkow zawarto
komorki, zamieniaj ¢ zero na jeden. W dalszej kolejno ci wykonuje ruch w pra
wo ije li oka e si, e obserwowana komodrka jest pusta, to znaczy, e wszystkie
jedynki zosta y skopiowane. Wéwczas g owica przesuwa si na koniec kodu wekto
ra 1 obliczenie ko czy si w stanie end. W przeciwnym wypadku kolejna jedynka
zostanie oznaczana zerem 1 procedura b dzie realizowana powtdérnie.

Dalej przedstawiony jest gotowy program maszyny Turinga b d cy odpowiedni
kiem instrukeji CPY 1. Jego wykonanie spowoduje skopiowanie kodu przedostat
niej wspé rz dnej wektora zapisanego na ta mie.

0 OLI H

1 OS err 1 L2
2 OL 3 1 L2
3 0S err 1 L4
4 OR 5 1 L4
5 OR 12 0 R6
6 OR 7 1 Ré6
7 OR 8 1 R7
8 1L 9 1 RS
9 OL 10 1 L9
10 OLU 1 L10
11 1R 5 1 Li1
12 OR 13 1 R12
13 0S end IR 13

W tabeli 4 prezentujemy fragmenty przyk adowego obliczenia, ktére zosta o wy
konane na ta mie koduj cej wektor (3,2). Jako ciekawostk mo na poda , e
w rzeczywisto ci tak proste kopiowanie wymaga wykonania przez maszyn Tu
ringa prawie stu krokow.
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Tabela 4
011110111 0*00000

01111011 1*000000 V.
0111101 1¥1 000000 2
01111 0111000000 7.
0111 1*0 111000000 3
o011 1*1 01110000 O0~0~ 4
01 1110111000000 4
01*1 11011100000 O~ 5
00 1*1 10111000000 6
00111 0111000000 6-
001110 1*1 1000000 T~
001110111 000000 T.
0011101110 0*0 000 8
001110111 010000 9.
00111011 10 ioooo [ O-
00111 01 11010000 | 6-
0011 10 111010000 lj- ~
001110111010000 vT.
01 1*1 10111010000 5
010 1*1 0111010000 6-
01011 0111010000 6-
010110 11 1010000 7~
010110111 0"1oo000 T
0101101110 10000 ST
01011011101 0% 00 &
0101101110 1¥1 00 0.- T-
0111 0% 111011110
01111 0*1t 11011110 5
011110 1*1 1011110 Vo~
o11110111 01 1110 12-
0111101110 11 110 13~
0111101110111 10"* 13-
o111101110111 1~0*~ end

17

5. Wykonanie instrukcji DELjest uzale nione od argumentu, gdy je lijest nim zero,

to operacja sprowadza si do trywialnego kasowania jedynek na lewo od g owi

cy, podczas gdy w przypadku przeciwnym wykonywany jest program znacznie

bardziej skomplikowany. Poni ej osobno oméwiono obie te sytuacje.

Maszyna Turinga realizuj ¢ instrukcj

DEL 0 najpierw sprawdza zawarto

ko

moérki na lewo od g owicy. Je li zawiera zero, to ko czy dzia anie w stanie err,
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gdy w sytuacji analogicznej rachmistrz zawiesi by swoje dzia anie. W przeciw
nym wypadku g owica przesuwa si w lewo opré niaj c wszystkie komérki zawie
raj ce kropk . Takie obliczenie opisuje si w postaci programu:

0 OLI H
1 0 S err 0L2
2 0 S end 0L 2

Analizuj c tabel 5 mo na prze ledzi jego dzia anie w przypadku, gdy na wej ciu
jest ta ma koduj ca wektor (3,2).

Tabela 5

Idea kasowania kod6éw liczb, ktére nie s ostatnimi wspé rz dnymi wektora za
pisanego na ta mie maszyny Turinga, polega na przesuwaniu w lewo zawarto ci
komoérek znajduj cych si na prawo od kodu kasowanej liczby do momentu, a

kod ten zostanie usuni ty z ta my. Maszyna Turinga najpierw sprawdza, czy
sterta ma wystarczaj ¢ g boko , a nast pnie wykonuje procedur iteracyj-
n , w ktérej g owica kr y nad modyfikowanymi komérkami, za ka dym razem
przesuwaj c¢ zawarto ta my o jedno pole w lewo. Poniewa jest to do zawie
post powanie, mo na przyk adowo rozwa y instrukcj DEL 2. Kasuje ona trzeci

od ko ca wsp6 rz dn wektora kodowanego na ta mie, wi ¢ odpowiedni program
przyjmuje posta :
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Zak adaj c, e nata mie zakodowano wektor liczb naturalnych (3,2,1), dzia anie
programu przedstawia tabela 6, prezentuj ca najwa niejsze punkty obliczenia.

Tabela 6
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Warto zauwa y , e gowica cay czas oscyluje woké kodéw drugiej i trzeciej
wspd rz dnej, przesuwaj cje w ka dej iteracji o jedno pole w lewo, co powoduje
konsekwentne usuwanie kodu pierwszej wspd rz dnej wektora. Wydawa by si
mog o, e przedstawiony algorytm jest sztucznie skomplikowany, jednak jest to
rozwi zanie, ktére gwarantuje, i pierwszy znak kodu wektora po wykonaniu
operacji b dzie znajdowa si dok adnie w tym samym miejscu, co przed
wykonaniem instrukcji.

Dla instrukcji JMZ zawsze powstaje taki sam program. Najpierw g owica
przemieszcza si w lewo i automat sprawdza, czy w komoérce znajduje si jeden.
Je 11 jest zero, to maszyna ko czy obliczenie w stanie err, gdy rachmistrz w
tej sytuacji zawiesi by swoje dzia anie. W przeciwnym wypadku g owica po
raz kolejny przesuwa si w lewo, po czym sprawdza zawarto obserwowanej
komoérki, aby rozstrzygn , czy badany kod symbolizuje liczb zero, i skok
musi by wykonany, czy te inn liczb naturaln , co spowoduje kontynuacj
obliczenia. W pierwszym przypadku maszyna ko czy dzia anie w stanie tmp,
natomiast w sytuacji przeciwnej skok nie jest wykonywany, gdy automat ko czy
prac w stanie end. Odpowiedni program przyjmuje posta :

0 OLI H

1 0 S err 1 L2
2 0R3 1R 4
3 H IR tmp
4 H IR end.

Tabele 71 8 obrazuj dwie r6 ne cie ki post powania w zale no ci od tego, jaka
jest ostatnia wsp6 rz dna wektora kodowanego na ta mie.

Tabela 7 Tabela 8
1111010* o 1011110*%* 0
1 11 10 1*0 1 10111 1%

1 11 10*1 O 2- 10111*1 0 2 -
1 11 10 1*0 3- io111710 r~
1111010%* ~tmp~ 1011110% ~Ad~

7. Najprostszy program odpowiada instrukcji JMP, gdy sk ada si on tylko zjednej

lini1 postaci:

0 OS tmp 1 S tmp.

8. Dla instrukeji STP réwnie powstaje jedna linia programu maszyny Turinga, ale

tym razem przyjmuje ona posta :

X H H
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gdzie Xjest nazw lub liczb naturaln identyczn =z oznaczeniem instrukcji STP
w programie maszyny stertowej. Dzi ki temu mo na ustali zale no ci pomi dzy
stanami ko cowymi maszyny stertowej i maszyny Turinga. Na przyk ad, je li
rachmistrz, maj c na stercie kod pewnego wektora, ko czy dzia anie po wykona
niu instrukcji oznaczonej symbolem end, to maszyna Turinga, maj ¢ na ta mie
kod tego samego wektora, rownie ko czy obliczenie w stanie end.

Po zamianie wszystkich instrukcji programu danej maszyny stertowej na odpo
wiednie zestawy linii maszyny Turinga wprowadza si unikatowe numery we wszyst
kich stworzonych instrukcjach. Z powodéw wyja nionych powy ej nie zmienia si nazw
end 1 err. Nast pnie gwiazdk oznacza si pierwsz lini programu maszyny Turinga,
ktory zosta stworzony dla instrukcji maszyny stertowej, od ktérej rachmistrz roz
poczyna dzia anie. Na ko cu kolejno zapisuje si wszystkie zestawy linii, przy czym
zamiast end wstawia si numer pierwszej linii programu, ktéry b dzie napisany na
st pny. Je li w programie maszyny stertowej nie ma instrukcji err, to do programu
maszyny Turinga dopisuje si lini postaci:

err H H

Je li ostatni instrukecj programu maszyny stertowej nie jest ani STP, ani JMP, dopi
suje si instrukcj postaci:

X OS err 1S err,

przy czym zamiast X trzeba wstawi unikatowy numer.

4.3. Przyktad transformacji

Poni szy program na maszyn stertow opisuje dodawanie dwéch liczb. Na pocz tku
obliczenia na stercie umieszczane s argumenty. Rachmistrz sprawdza, czy liczba na
wierzcho ku sterty jest zerem. Je li tak, to usuwa j ze sterty i ko czy dzia anie.
W przeciwnym wypadku zwi ksza warto pierwszego argumentu i zmniejsza warto
drugiego, korzystaj c z kopiowania i kasowania liczb na stercie.

0 * JVMZ 3
CPY 1
INC
DEL 2
CPY 1
DEC
DEL 2
JMP O

3 DEL O

end STP.
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Wykonuj c opisan wcze niej procedur przekszta cania programu maszyny ster-

towej na maszyn Turinga otrzymuje si program przedstawiony poni ej.

1. instrukcja 0 * JMZ 3

2. instrukcja CPY 1

3. instrukcja INC

4. instrukcja DEL 2

B W N = O

21
22
23

25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

*O L1
0 Serr
0 R3
H
H

L7
Serr
L9
Serr
R11
R18
R13
R14
L15
L16
L17
R11
R19
S21

O O - OO Hr OO O OO o o O

L22
Serr
1 R25

o O

0 L26
0 Serr
1 L28
OS err
1 L30
0 Serr
0 R32
0 L33

1 L35

1 L37
R38
R39
S41

o O O

H

1 L2
1 R4
1R 78
1R 6,

1 L8
1 L8
1 L10
1 L10
0 R12
1 R12
1 R13
1 R14
1 L15
1 L16
1 L17
1 R18
IR 19,

IR 23

OL 27
1 L27
0 L29
1 L29
0 R31
1 R31
1 R32
0L 34
1 L34
0L 36
1L 36
0 R31
1R 38
IR 39,
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5. instrukcja CPY 1

6. instrukcja DEC

7. instrukcja DEL 2

8. instrukcja JMP O

9. instrukcja 3 DEL O

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

56
57
58

60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

76

78
79
80

L 42
Serr
L44
Serr
R 46
R53
R48
R49
L50
L51
L 52
R46
R54
S 56

cNeoR ool N cRelololoNoNoNe}

L 57
Serr

[cNeoNe)

Serr

O Le1
OS err
1 Le63
O Serr
1 L65
OS err
O R67
O Le68

1 L70

1 L72
O R73
O R74
O0S 76

0SSO

O L79
O Serr
O Send

H
1 L43
1 L43
1 L45
1 L45
O R47
1 R47
1 R48
1 R49
1 L50
1 L51
1 L52
1 R53
IR 54,

OL 58
IR 60,

O Le2,

1 Le62
OL 64
1 Le64
OR 66
1 R66
1 R67
O L 69
1 Le69
OLTM
1 L7
O R66
1 R73
IR 74,

ISO

OL 80
OL 80,



24 Leszek Dubiel

10. instrukcja end STP
end H H

11. obsuga b déw
err H H

5. Podsumowanie

Zapisywanie algorytmdéw w postaci maszyn Turinga jest bardzo k opotliwe ze wzgl du
na prost konstrukej tego modelu. Z drugiej strony prostota maszyny Turinga u atwia
rozwa ania teoretyczne na temat algorytmoéw.

Okazuje si , e poprzez zastosowanie bardziej skomplikowanych modeli oblicze
niowych mo na w sposéb bardziej przyst pny dla cz owieka generowa programy na
maszyn Turinga. W tym celu nale y najpierw zdefiniowa wygodny model dla ba
danego problemu, a potem okre li sposéb przekszta cania tegojnodelu na maszyn
Turinga. Wéwczas skonstruowanie maszyny Turinga, ktéra b dzie rozwi zwa dany
problem, sprowadza si do zapisania programu dla stworzonego modelu oraz do wy
konania transformacji tego modelu na maszyn Turinga.

Zalet omawilanego rozwi zania jest mo liwo przyspieszenia generowania pro
gram6éw na model Turinga, generowanie programéw o regularnej strukturze i du a
szybko wprowadzania zmian. Mimo e programy wygenerowane automatycznie nie
s tak optymalne jak stworzone bezpo rednio przez cz owieka na maszyn Turinga,
to wei nadaj si do bada , gdy s réwnowa ne wielomianowo [6]. W rozwa a
nym przyk adzie ka da z instrukcji maszyny stertowej jest zamieniana na program
maszyny Turinga, ktérego z o ono jest liniowa wzgl dem argumentu.
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