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PATRZENIE W PRZESTRZENI /i-WYMIAROWEJ

1. Wstep

Jak wyglada przestrzen n-wymiarowa? Gdyby$my si¢ znalezli w takiej przestrzeni jakie
wra enia wzrokowe by do nas docieraty? Zastan6wmy si¢, w jaki sposob odbieramy infor
macja wzrokowa z otaczajacego nas $wiata?

Siatkowka oka, poprzez ktéra odbieramy bodZce wzrokowe z otaczajacego nas §wiata,
jest wycinkiem sfery, do ktorej dociera Swiatto z zewnatrz poprzez soczewke. Jest wycin
kiem sfery - czyli obraz powstajacy na niej i przekazywany do moézgu jest 2-wymiarowy.
Cztowiek widzi §wiat poprzez par¢ oczu, czyli docieraja do nas dwa obrazy 2-wymiarowe.
Poniewa do modzgu docieraja dwa obrazy 2-wymiarowe, wi¢c nasze rozumienie i wyobra

enie przestrzeni 3-wymiarowej jest wynikiem naszego do§wiadczenia i ,,uczenia si¢” przez
nasz mozg tej przestrzeni (rys. 1).

Rys. 1. Mimo e odbieramy obrazy dwuwymiarowe nasze mozgi rozpoznajaje jako trojwymiarowe
- trzy rownolegloboki (figury plaskie) r6 nej jasnosci, sklejone krawgdziami odbieramy jako trojwy
miarowy szescian
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Polega ono na poznawaniu tej przestrzeni poprzez obserwacj¢ obiektow 3-wymiarowych
z 16 nych stron, pod r6 nymi katami (ogladanie przedmiotu polega na popatrzeniu na niego
z 16 nych stron).

Wykorzystuje si¢ to w kinie i telewizji, w ktorych obserwujemy $wiat poprzez ekran
2-wymiarowy. Wszystkie systemy ,,uprzestrzennienia” telewizji i kina polegaja na dostar
czeniu do jednego oka obrazu, ktory jest przesunigty wzglgdem obrazu dostarczonego do
drugiego oka (przy czym oba obrazy sg 2-wymiarowe).

Jesli nasza obserwacja rzeczywisto$ci polega na rzutowaniu przestrzeni 3-wymiarowe;j
na 2-wymiarowy receptor, dlaczego nie mielibySmy zrobi¢ tego samego z przestrzenia
4, 5,..., n-wymiarowa? Pojawiaja si¢ trzy problemy:

1) skad wzia¢ do ogladania przestrzen cztero- lub wigcej wymiarowa;
2) w jaki sposob ,patrze¢” w takiej przestrzeni, czyli jak rzutowaé taka przestrzen na
ekran 2-wymiarowy;
3) nasze moézgi nie sa nauczone odbioru przestrzeni wigcej ni  3-wymiarowej poprzez
wzrok, brak im w tym wzgledzie do§wiadczenia.
Pierwszy problem mo na rozwiaza¢ modelujac taka przestrzen w komputerze. Drugi prob
lem rozwiazuje niniejszy artykut. Rozwiazanie trzeciego problemu polega na odpowiednio
dlugim przyzwyczajeniu naszego moézgu do obserwacji innej rzeczywisto$ci. Mo na to zre
alizowaé poprzez ogladanie rzeczywisto$ci zamodelowanej w komputerze.

Interpretacja rzeczywisto$ci ~-wymiarowej stanowi interesujacy obszar badan. Dostgpna
literatura dotyczaca wizualizacji wielowymiarowych danych, np. [1-8], jest raczej uboga,
wigc nie stanowila podstawy do tworzenia systemu opisanego w pracy.

2. Model matematyczny

Na poczatku zdefiniujmy narz¢dzia matematyczne stu ace nam do opisu przestrzeni,
w ktorej bedziemy umieszcza¢ obserwowane obiekty.

Definicja

Przestrzenia obserwowang X be¢dziemy nazywaé dowolng przestrzen wektorowa nad cia
tem F liczb rzeczywistych, ~~-wymiarowg, n > 3, z iloczynem skalarnym.

Definicja

Punktem obserwowanym a be¢dziemy nazywac ka dy wektor przestrzeni obserwowanej X,
czylika dya e X.

Definicja
8:Xx 2X —=2X
a1 k
S5(w,A) =jx eX:3k eN aBp,, P2 ..., % eF a3v,v2 ...,vt€A4,t. ex =w+ Vi
[ H
Definicja

Niech p\, pi e X - liniowo niezale ne, weX. Plaszczyzng obserwacyjnq P a X begdziemy
nazywacP =8(w, {p\,p2}).
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W ten sposob zdefiniowana plaszczyzna obserwacyjna P bedzie nam stu y¢ jako ekran, po
przez ktéry bedziemy obserwowal obiekty umieszczone w przestrzeni obserwowanej X.
Wektor w wskazywaé bedzie polo enie §rodka tego ekranu, natomiast p\, p2jego osie.
W tym momencie musimy zastanowi¢ si¢, w jaki sposob promienie §wietlne odbite od da
nego punktu obserwowanego bgda zmierza¢ do plaszczyzny obserwacyjnej? W przestrzeni
3-wymiarowej do danego punktu e plaszczyzny obserwacyjnej P moga dotrze¢ tylko pro
mienie §wietlne odbite od najbli szego punktu le gcego na prostej prostopadtej do P i prze
chodzacej przez e. W przestrzeni 3-wymiarowej jest tylko jedna taka prosta, natomiast
w przestrzeni n-wymiarowej, dla n > 3 takich prostych jest wigcej. Pojawia si¢ wigc pro
blem: do jednego punktu e plaszczyzny obserwacyjnej P moga jednocze$nie dotrze¢ pro
mienie odbite od wielu punktow obserwowanego obiektu. Mo emy temu zapobiec poprzez
wybor jednej konkretnej prostej prostopadiej do P, ktora bedzie nam stu y¢ jako kierunek,
wzdhu ktoérego bedziemy w danej chwili dokonywaé rzutowania.

Definicja

Kierunkiem rzutowania r na plaszczyzng obserwacyjng P = 8(w,{/M, pi)) bedziemy nazy
wa¢ dowolny wektor re X taki, e wektory {p|,p2r) saliniowo niezale ne.

Aby to doktadnie zilustrowa¢ przyjmijmy na chwilg, e naszaptaszczyzna obserwacyjna P
jest jednowymiarowa i przy jej pomocy chcemy obserwowac bryte 3-wymiarowa, np. taka
jaka jest przedstawiona na rysunku 1. Nie do§¢, e w celu poznania jej wygladu bedziemy
musieli ,,obej$¢ ja ze wszystkich stron”, to dodatkowo z ka dego punktu bgdziemy musieli
ja ,przesledzi¢ z gory na dot”. Przedstawiono to na rysunku 2.

Rys. 2. Przedstawiono 44 jednowymiarowe plaszczyzny obserwacyjne ré niace si¢ jedynie wyborem

kierunku rzutowania 7. Ka da pozioma linia o szerokosci calego rysunku stanowi tutaj jednowymia

rowa plaszczyzne obserwacyjna przy konkretnym ustalonym 7. Dla przejrzystosci rozdzielono plasz
czyzny obserwacyjne bialymi liniami

Nale y zwrdci¢ uwage na fakt, e wszystkie jednowymiarowe plaszczyzny obserwacyjne
przedstawione na tym rysunku ré nia si¢ jedynie wyborem kierunku rzutowania r. Zatem,
przy pomocy jednowymiarowej plaszczyzny obserwacyjnej zmieniajac kierunek rzutowania r
mo emy uzyskac te same informacje o obserwowanym obiekcie, co w trakcie jego obser
wacji przy pomocy ekranu dwuwymiarowego. Pozwala to na powstanie w naszym umysle
obrazu calo$ci zewnetrznego wygladu obserwowanej bryty.
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Definicja

Kierunek rzutowania r na plaszczyzng obserwacyjng P = S(w,{pi, pi} ) bedziemy nazywac
wlasciwym, jesli wektory {p|,pz, r) sa uktadem ortogonalnym.

Definicja

Prostq rownoleglq do r e Xi przechodzacaprzez a e X bgdziemy nazywac zbior karec X
def 3\ — |
kar = {xeX:3WieF,t. ex =\lirta} 1

Definicja

Rzutem punktu obserwowanego aeX zgodnym z kierunkiem rzutowania reX na plaszczy
zng obserwacyjng P bedziemy nazywaé wektor eeP n kar, gdzie karjest prostg rowno
leglg do r i przechodzaca przez a.

Sprawdzmy czy taka definicja rzutu punktu obserwowanego jest prawidlowa, czyli czy
dany punkt obserwowany a bedzie widoczny w co najwy ej jednym miejscu plaszczyzny
obserwacyjnej P. Pokazuje to twierdzenie 1.

Twierdzenie 1

Niech:
P = 8w,{p\, pj}) - ptaszczyzna obserwacyjna,
r e X-kierunek rzutowania naplaszczyzng obserwacyjng P,
aelX,
kar - prosta rownolegta do r i przechodzaca przez g,
wtedy:

zbidr P n kar jest zbiorem co najwy ej jednoelementowym.

Dowaod

Hipoteza: 3el *ei, t. eeleP n kar orazeis fn kar =

3ei *ei, t.ze e\sP a deP a e\ekara e2ekar=>3(3i, p2, p3, p4L-F, t.ze el =w+ Pi/>i+

+ &pia e2=w+P3 +P4P2oraz 3yi,\[/2eF, t. cel=yir + SA ei=\|/2r + aA\|/i*v|/2=>
=>\|/ir + a= W+Pi/2i+P2/22A\(/2r + a = W+P3A1+P4/J2A\j/|3>1:V|/2=:>fl = W+PI/Ji+

+ PP2-t|/ir. a=w+ p3p\ + P422-V|)2 r Ai)fi *y2=>w+ pil?i+ fepj-y:r=

= w+ p3P\ + pdZR2- V2ra W * y2=> (v|2- V|li) r+ (Pi —P3)/?i + (P2- P4)/?72=0a

(\[2—v)/i) * 0 = wektory {p\,pj, r) nie sa liniowo niezale ne - jest to sprzeczne z definicja
kierunku rzutowania r, czyli hipoteza fatszywa. ]

Poka emy teraz warunek konieczny i wystarczajacy na to, by dany punkt obserwowany a
byt widoczny naplaszczyznie obserwacyjnej P.
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Twierdzenie 2

Niech:
P = 8w, {p\,pi})- plaszczyzna obserwacyjna,
r e X - kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjng P,
aelX,
kar - prosta rownolegta do r i przechodzaca przez g,
wtedy:

Prikar*Z) wtw a-w jest kombinacja liniowa wektorow {pl,p2 r}.

Dowad:

1=

P)nka.,-AO =>BeePnfe,, =>3eeX, t. eeeP a eskar=>3pi,P2€F, t. e
e=w+8\p\+ fepja 3tyeF, t. ee=y r+a =>3pi, P2, t|/eF, t. e

\/ r+a =w+ Pi/ji+ p2/22=> 3pi, p2,\|/eF,t. ea-w =Pi + P22+ (—v)r=>
a- wjest kombinacja liniowa wektorow: {pl,p2 r}

2) <=
a - wjest kombinacjg liniowa wektorow {p\,p2 r} =>3qi, £2, t. e
a- w=£1/0 + 72N+ "3 r=>3","2, t-e(-"3Jr+a=w+L,\pt+1£2pi,

przyjmijmy oznaczenie: e =w + é\pi + £2P2 eeX, wtedy:
e=w+L,\p\+L,Di =(-"Yr+a=>3£i, ZieF, t. ee=w+ pi+t2p2a 3p=-fyeF, t. ¢
e=\lir +a=>eeP a eeckar=>3eePn kar ==Fn kar* 0 |

Definicja

Niech esP n kar- rzutpunktu obserwowanego aeX zgodny z wlasciwym kierunkiem rzu
towania re X naptaszczyzne obserwacyjng P=8(w, {p\,p2}).

Polo eniem rzutu punktu obserwowanego a bedziemy nazywac parg

{Pi,p2> Pi,P2e/r,t. ¢ e=w+ pi2l + p2p2

Odleglosciq rzutu punktu obserwowanego a bedziemy nazywac WefF, t. ee=\y r +a.

Oczywiscie tak zdefiniowana odleglos¢ rzutu nie spetnia wiasnosci np. metryki, ale jest
idealna do naszych potrzeb - okresla bowiem - poza odlegloscia, rownie po ktorej stronie
plaszczyzny obserwacyjnej P znajduje s\gpunkt obserwowany a.

Zastanéwmy si¢ teraz nad nastgpujacym problemem: wezmy plaszczyzne obserwacyjng P,
dowolny punkt a przestrzeni obserwowanej X oraz dowolny kierunek rzutowania r. Wykonajmy
rzut punktu obserwowanego a zgodnie z kierunkiem rzutowania v naptaszczyzne obseiwacyjng
P otrzymujac punkt eeP. Chcemy dowiedzie¢ sig, jakie jest polo enie punktu e na P, oraz
jaka jestjego odlegtos¢ od a, czyli chcemy policzy¢ polo enie rzutu punktu obserwowane
go a oraz odleglo$¢ rzutu punktu obserwowanego a. Jak to zrobi¢ pokazuje twierdzenie 3.
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Twierdzenie 3

Niech:
X - przestrzen obserwowana n-wymiarowa, {x\, xj, ..., x,} - baza X,

P = 5(w,{p\,pi)) - plaszczyzna obserwacyjna, {p\,pi} - uktad ortogonalny,
n n

Z Pux.> Pl =YjPl,nxn Pjj Y'=12 VI=1,2,,n
& A
>
w,eF Vi=12,
A
r e X - wlasciwy kierunek rzutowania na plaszczyzng obserwacyjng P,
r=YJrnx> Vi=12..... n
El
n
a e X-punkt obserwowany, a=" ax(, a eF Vt=12,..n
H

Pi,p2, Ve F, t. e spelniony jest uktad rownan:

PiAi+Pirzj- v =al-w 1,
Pi/\2+P2/>2,2- Wi=al~wl,

PlA.,,+p2>2n- W, =an~ Wi>

wtedy:
para (Pi, p2) ~ stanowipofo enie rzutu punktu obserwowanego a,
\y - odlegtos¢ rzutu punktu obserwowanego a.
Dowaod
Vi=12,...,n PP, +Pp2,- W, =«- w,=>"(P,pu+Phu - =7 («- W)X, =>
* = H

=>PiZPuxi+pZZvai- \/WZr/*/ =Za-x. 'Zw'x'=> Pipi+P2"2-vr=a- w=>
H H A H H

=w+ Pip| +P2?72=1y r + a przez ee-Yprzyjmijmy e =w + Pi/> + P22, wtedy

e= w +Pi/? + P2P2= \lir+a=> 3Pi, P26F,t. ee=w + pip| +p2>2a 3yeF,

t. ee=yr+a=>eePa eckara 3Pi,P26P,t. ¢ e=w+ PVJ1+ P2J2a SyeF,

t. ee-y r+ a=>3eePnka,ra 3pi, P22F, t. ee=w+ PiP#P2P2a 3yeF,

t.e e =V r + a=>para {pi, P2} jest polo eniem rzutu punktu obserwowanego a oraz y

jest odlegloscig rzutu punktu obserwowanego a. m

Opiszemy teraz bryly, ktore bedziemy chcieli obserwowaé w przestrzeni obserwowa
nej X. Sato bryty bedace cze$cia wspdlng pewnej liczby potprzestrzeni.
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Definicja

Polprzestrzeniq 7',d) zakotwiczong w se X i skierowang w kierunku d e X bedziemy nazywac
zbior
def

Z0J) ={*6":(x-5,£/)>0}.

Definicja

Sciang 5(j) pélprzestrzeni Zd) bedziemy nazywac zbior

w
s0<0 ={xeX:(x-s,d) =0}

Definicja

Brytq wypuklq Y zawarta w polprzestrzeniach: Z(S\d\), Z"2d3,  Zskdy bedziemy nazywaé
zbior
*/. A

Y=\xeX:xef)Z Gl

Zastandbwmy si¢ chwile, jak $wiatlo odbija si¢ od Sciany S bryly wypukiej F? Zaréwno
wymiar przestrzeni obserwowanej X, jak i wymiar bryly wypuklej Y ustalmy np. na 7. Wtedy
Sciany S bryly wypuklej Y oddzielajace wnetrze bryly od jej zewnetrza beda obiektami
6-wymiarowymi. Nale y zauwa y¢, e $wiatto mo e si¢ odbi¢ od dowolnego punktu na
le acego do takiej Sciany, czyli w przyktadowej sytuacji od dowolnego punktu nale acego
do obiektu 6-wymiarowego (zatem réwnie od ,,wnetrza” takiego obiektu bedacego
Sciang). Pytanie brzmi: jaka jasno§¢ ma mie¢ §wiatlo odbite od danego punktu nale acego
do Sciany np. 6-wymiarowej? Dzieki powy szej definicji Sciany S(sd odpowiedzjest banalna:
jasnos¢ zale y od kierunku skierowania d sciany S, kierunku rzutowania r oraz od kierunku,
z ktoérego biegnie $wiatlo.

Zastanowmy si¢ teraz nad innym problemem. Wezmy dowolny punkt e pfaszczyzny obser
wacyjnej P,ee P . Aby stwierdzi¢, ktora ze scian S bryly wypukiej Fjest widoczna z punktu e
musimy stwierdzi¢, ktéra z nich jest najbli ej. W tym celu musimy policzy¢ odlegtosé
punktu e od ka dej ze Scian. Sposob policzenia tej odleglosci podaje nam twierdzenie 5.
Weczesdniej jednak musimy pokazaé, e z dowolnego punktu plaszczyzny obserwacyjnej P
widoczny jest doktadniejeden punkt sciany S (niekoniecznie nale acy do brylty wypuklej Y).

Twierdzenie 4
Niech:

= b(w,{pt, p2}) - plaszczyzna obserwacyjna, {p\,pi} -uktad ortogonalny,
ee P,

r e X - wlasciwy kierunek rzutowania naptaszczyzng obserwacyjng P,
Ss"cz X - Sciana polprzestrzeni, t. e (v, d)* 0,

wtedy:

3aeS(Sd doktadnie jedno, t. e e jest rzutem punktu obserwowanego a zgodnym z kie
runkiem rzutowania r naplaszczyzng obserwacyjng P.
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Dowdd
1) Istnienie.
Niech:
(e-M)
(r.d)
(e-s,d- \li(r,d =0a 3\ieF, t. e e=\lir +a=>(e-\lir-s, d) =0a eckar oraz

z zalo enia eeP => (a- 5, d) =0a eePrdcar=>aeS{d oraz ¢ jest rzutem punktu obser
wowanego a zgodnym z kierunkiem rzutowania r.

oraz n=¢- i|/r=>(e —s, d) =\i(r,d) a e=\y rta=>

2) Jedynosé.
Hipoteza: 3a + b, t. e eePn a eePn a aeS™j)a beS(Sd=>3yi, \[/2¢ .F,
t. ee=v)/ir + flAe = i)(ir+ /)A (<i-i,A =0a (/)-5,d)=0=>a=e-\|/| #r/1b =
=e-\\t2rd(a-s,d) =0a (b-s,d)= 0=>a = e-V|/lirAZ>= e-i|/2rA(e-Vv|/| r-s,d) =
=0A(e-\|/2r-i, d)=0=>a =e-\|/i rAl) = e-y2"AV|/|(r,(i) = (e-i, d) a WX, c/)=
A -
={le-s,d)=>a = e-\\i]r/\g'= e-11i2rANi\=\1iT = -(-e---f-if{l=> a=0¢
(r,d)
czyli hipoteza falszywa. a

Twierdzenie 5

Niech:
P= b(w,{p\pi})-plaszczyzna obserwacyjna, {p\,pi} - ukiad ortogonalny,
ee P, czyli 3php2eF,t. ee=w +Pipl +p2p2
re wlasciwy kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjng P,
S(Sida X - Scianapolprzestrzeni, t. e (r, d) * 0,
ae S\Sd), t. e ejest rzutem punktu obserwowanego a,
wtedy

odlegtos¢ rzutu punktu obserwowanego a wynosi

_(W+P,J?, +P2/?2
(r.d)

Dowoéd
Na mocy twierdzenia 4 wiemy e: 3aeS(Sd, t. e e jest rzutem punktu obserwowanego a zgod
nym z kierunkiem rzutowania r oraz z zato enia
e=u'+Pi/2i+p2jRN=>(a-s,d) =0AeePnkaj Ae =w +$\p\+ &pi=>(a-s, d) =0. 3\ieF,
t.ee=\lirtaa e=w+Pip\+p2N2=>(a-s,d)=0. Jrt+ta=
=w+Pi/i+p2p2=>(a-5d=0. a=w+Pipl +p2p2-yr =
= (w +Pip\ +p2/22- Wir-s, d)=0=>{w+Pipl +p2))2-5,d) +(-v)/r, d) =0=>
= (W + pi/?, + p2pi- s, d) -1)/ (r,d) =0=>

—(w+pip\ +pYR-5,d)=\/(rnd) V=
(M)
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3. Realizacja

Twierdzenie 3 podaje nam sposob obliczenia dla dowolnego punktu nale acego do prze
strzeni 72-wymiarowej odleglosci i polo eniajego rzutu na dang ptaszczyzne obserwacyjng
(ekran). Natomiast korzystajac z twierdzenia 5 dla dowolnego punktu nale gcego do ptasz
czyzny obserwacyjnej (ekranu) mo emy sprawdzi¢ jego odlegtos¢ w kierunku r od ka dej
$ciany bryly. Mo emy wigc sprawdzié, ktora ze §cian nale gcych do bryty jest najbli ej,
czyli ktéra - patrzac w kierunku r z danego punktu ptaszczyzny obserwacyjnej (ekranu) -
przestania inne, wigc jest widoczna.

Na podstawie przedstawionej teorii powstat system stu acy do obserwacji bryt n-wy
miarowych. Rysunki 3-8 przedstawiaja kostke 4-wymiarowa (bedaca czterowymiarowym
odpowiednikiem sze$cianu) ogladang z r6 nych stron, przy r6 nych ustawieniach kierunku
rzutowania r. Nale y zwroci¢ uwage, e kostka taka ma osiem ,$cian”, a ka da z tych
»Scian” jest szeScianem trojwymiarowym. Ju w tym momencie u wickszosci ludzi wyobraz
nia zawodzi i jedyne co mo na, to patrze¢ z r6 nych stron i uczy¢ nasz mdzg rozumienia

takiej bryty.

Rys. 3. Kostka 4-wymiarowa  Rys. 4. Kostka 4-wymiarowa Rys. 5. Kostka 4-wymiarowa

ogladana z odpowiedniej strony (3 sklejone (1 trojkat

1przy odpowiednim kierunku prostokaty) i3 pieciokaty)
rzutowania » (kwadrat)

Rys. 6. Kostka 4-wymiarowa Rys. 7. Kostka 4-wymiarowa Rys. 8. Kostka 4-wymiarowa
(2 trojkaty, 1czworokat, (3 czworokaty (2 trojkaty, 1pigciokat,
1 pieciokat) i 1szesciokat) 1 szeSciokat)
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Rysunki 9-12 przedstawiajg kostke 7-wymiarowa (bedaca siedmiowymiarowym odpo
wiednikiem sze$cianu) ogladang z r6 nych stron, przy ré nych ustawieniach kierunku rzu
towania r. Kostka taka ma czternascie ,,Scian”, a ka da z tych ,,Scian” jest kostkg szeScio-

wymiarowa.
Rys. 9. Kostka 7-wymiarowa (3 czworokaty Rys. 10. Kostka 7-wymiarowa (4 czworokaty,
i 2 pieciokaty) 1 pieciokat, 1 sze$ciokat)
Rys. 11. Kostka 7-wymiarowa (1 tréjkat, Rys. 12. Kostka 7-wymiarowa (1 tréjkat,
2 czworokaty, 3 pieciokaty, 1szeSciokat) 1 czworokat, 4 pieciokaty, 1sze$ciokat)

4. Whnioski

Poniewa rozwiagzanie omawianego problemu wymyka si¢ naszemu ludzkiemu do$wiad
czeniu, konieczne stalo si¢ stworzenie silnego formalizmu opisujacego i rozwiazujacego
ten problem. Ka da najdrobniejsza wtasnos$é potrzebng do dalszych rozwa an nale ato for
malnie udowodni¢, mimo pozornej oczywistosci niektorych faktow.

Pewnym problemem okazato si¢ poruszanie, i toju w przestrzeni 4-wymiarowej. O ile
poto enie w takiej przestrzeni jest fatwo opisa¢ (4 wspotrzedne), wartosci poczatkowe po
szczegoblnych wektorow te , to problemem okazat si¢ obrét - bowiem w takiej przestrzeni
warto$¢ jednego kata nie wystarczy do opisania obrotu wokot osi, jeden kat opisuje obrot
wokot ptaszczyzny. Poruszanie si¢ w przestrzeni 7-wymiarowej jest jeszcze bardziej skom
plikowane: 7 kierunkow ruchu (14 klawiszy stu acych do obshugi) i dodatkowo 21 mo li
wych r6 nych obrotéw (42 klawisze). Razem 56 klawiszy stu acych do zmiany poto enia
i kierunku patrzenia.
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W trakcie ogladania ju 4-wymiarowej bryly z r6 nych stron ma si¢ wra enie, e zmienia
ona ksztatt (rys. 3-8). Jednak podobne wra enie miatby czlowiek ogladajac sze$cian 3-wy-
miarowy z ré nych stron, gdyby nie znal jego wygladu (sze$cian 3-wymiarowy z odpo
wiedniego punktu widzenia wyglada jak kwadrat, z innego jak dwa sklejone prostokaty,
ajeszczezinnego,jaknarys. 1).

Wykorzystujac powy szy model matematyczny mo na oglada¢ dowolne bryly w do
wolnie wymiarowych przestrzeniach. Kostki pokazane na rysunkach 3 do 12 (4-wymiaro-
wa i 7-wymiarowa) sa jedynie przyktadami. Jedynym problemem jest kwadratowy wzrost
(wzgledem liczby wymiardéw) liczby klawiszy potrzebnych do poruszania sig.

Na zakonczenie postawmy pytanie: po co oglada¢ przestrzenie wigcej ni  3-wymiarowe?
OdpowiedZ chyba jest podobna do odpowiedzi na pytanie: po co u ywaé mikroskopu?
W obu bowiem przypadkach pozwala nam to lepiej zapozna¢ si¢ z pewng rzeczywistoscia.
Teraz mo emy ja zobaczyé, a nie tylko sobie wyobra a¢. Mo emy to wykorzysta¢ wszg
dzie tam, gdzie spotykamy si¢ z konieczno$cig u ycia przestrzeni wigcej wymiarowych.
Taka konieczno$¢ powstaje np. przy analizie wielowymiarowych danych, przy analizie
wielowymiarowych przestrzeni cech, itp.
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